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Apresentacao

Esse texto versa sobre o contetdo da disciplina Fisica Geral e Experimental IV-E e é baseado
nas aulas que ministrei ao longo dos anos.

Trata-se de um texto introdutério onde sao apresentados e sintetizados alguns conceitos
bésicos e necessarios aos estudantes dos cursos de fisica, quimica e engenharias de modo
geral. Os tdpicos sao apresentados de maneira direta e objetiva enfatizando situagoes e
aplicabilidade ao mundo real.

Inicia com os conceitos bésicos sobre as oscilagoes eletromagnéticas em circuitos simples
formados por resistores capacitores e indutores tanto em regime transitério quanto em re-
gime permanente. Esse é um passo importante para a compreensao do assunto seguinte, a
onda eletromagnética que é apresentada de modo dedutivo e formal a partir das equagoes de
Maxwell ap6s uma breve introducao (ou revisao, dos operadores diferenciais). Demonstram-
se as propriedades do campo eletromagnético no vacuo e em dielétricos procurando-se es-
clarecer a questao da velocidade de propagagao da onda no meio, na mudanga de meios e
suas consequéncias.

Introduz-se a nocao do transporte de energia e da quantidade de movimento pela onda
enfatizando a dependéncia com o quadrado da amplitude do campo. Em seguida apresen-
tamos os pressupostos da teoria da relatividade restrita e suas principais consequéncias.

Sao apresentados as nogoes e os exemplos mais importantes dos fenémenos de inter-
feréncia e difracao ressaltando a regiao visivel do espectro eletromagnético.

Tendo coberto a teoria classica, apresentamos e analisamos os fatos experimentais prin-
cipais que deram origem a fisica moderna, os novos conceitos de quantizagao da energia e
o modelo de Bohr para o dtomo de hidrogénio.

Por fim, discutimos a questao da dualidade onda-particula, a medida fisica e o principio
da incerteza, o novo conceito de estado de um sistema, a equacao de Schrodinger e a
interpretagao probabilistica.

Todas as criticas e sugestoes serao bem vindas e analisadas com a finalidade de corrigir
erros e omissoes para que as futuras versoes possam vir melhoradas.

Salvador, julho de 2015

Newton Barros de Oliveira.

(newton@ufba.br)






Capitulo 1

Oscilacoes eletromagnéticas

Descreveremos nesse capitulo alguns circuitos elétricos simples que sao capazes de manter o
campo elétrico e o campo de indugao magnética em oscilagao, acompanhando as oscilagoes
das tensoes e das correntes elétricas.

1.1 Os elementos de um circuito elétrico

Um circuito elétrico é, usualmente, composto por alguns elementos basicos:
e Fontes de tensao e fontes de correntes.
e Resistores.
e Capacitores.

e Indutores.

1.1.1 Fonte de tensao

E um dipolo (dispositivo de dois terminais) que garante um valor de tensdo entre seus
terminais qualquer que seja o valor da corrente elétrica que o esteja atravessando. A tensao
é a causa e a corrente é a consequéncia (depende do elemento que esteja conectado & fonte).
A fonte de tens@o ndo pode ser colocada em curto-circuito. Ver (Fig. 1.1). Observe
a convencao de sinais positivos para a tensao e para a corrente que sera utilizada para
todos os elementos de circuito. A corrente elétrica é considerada positiva quando entra no
terminal considerado como positivo. Observe também os quadrantes no gréfico (ou curva
caracteristica) correspondentes ao dipolo ativo (que fornece energia) e ao dipolo passivo
(que absorve energia ou transforma-a em calor).

1.1.2 Fonte de corrente

E um dipolo (dispositivo de dois terminais) que garante um valor de corrente atravessando
seus terminais qualquer que seja o valor da tensao elétrica que exista entre estes terminais.
A tensao vai depender do dispositivo que esteja ligado a fonte. A corrente é a causa e a

11



12 Newton Barros de Oliveira

i v
<O 4
Ativo Passivo
+ &
C) v=_¢g =cte.
- i
o B

Figura 1.1: Fonte de tensao.

tensdo é a consequéncia. A fonte de corrente ndo pode ser colocada em circuito aberto. Ver
(Fig. 1.2).

i i v
-Q—Q A —4—Q A
AT at
! ! Passivo
18] -® |
i i 1 i
i=1=cte i _ i _ Ativo
OB OB

Figura 1.2: Fonte de corrente.

1.1.3 Resistor

E um dipolo sempre passivo que transforma energia elétrica em calor. E caracterizado pela
relagdo linear entre a tensdo e a corrente, vg = Rig através da resisténcia R. Ver (Fig.
1.3).

i Vi
<O 4
+ Passivo
g v, =R i,, onde R = cte. Inclinagdo R
Passivo I
—O B

Figura 1.3: Resistor.

Em um resistor, a poténcia (taxa de variacdo da energia no tempo) dissipada na forma
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de calor (efeito Joule) é dada por

dUrn 0%
Pr — - R _ . 1.1
L 1)

A energia dissipada ao longo do tempo pode ser determinada integrando-se a poténcia

lh:/&ﬁ:/R@ﬁ

e para uma corrente constante fica
L@:R@/ﬁ:R@t (1.2)

Ou seja, a energia dissipada cresce linearmente no tempo.

1.1.4 Capacitor

E um dipolo formado por dois condutores extensos (usualmente na forma de placas) que
armazena cargas elétricas iguais e opostas quando submetido a uma diferenca de potencial.
A relagdo entre entre a quantidade de cargas armazenadas em um dos condutores e a
diferenca de potencial é uma constante, C, chamada de capacitancia, tal que ¢ = Cov¢.
Para relacionar a d.d.p. com a corrente ic que entra no terminal positivo do capacitor
basta notar que dg = i¢ dt. Ver (Fig. 1.4).

i 4

Figura 1.4: Capacitor.

g _ 1 L[,
=21=_= = : L.
v =5 C/dq C/zcdt (1.3)

Suponha, por exemplo, que um capacitor, inicialmente descarregado, esteja sendo carre-
gado por um agente externo, uma fonte de corrente constante no tempo (i, = cte). Teremos

) *i/ctedt*@t
C*C *Ca

ou seja, a tensao crescera linearmente no tempo.

O capacitor também armazena energia associada a presenca do campo elétrico entre os
condutores ou placas produzido pelas cargas elétricas neles depositadas. E sabido que essa
energia relaciona-se com as cargas ou com a d.d.p. pela relagao

2 2
Uy =L _ v (1.4)
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1.1.5 Indutor

E um dipolo formado por um condutor longo (usualmente na forma de uma bobina de fio
com vérias espiras) que conduz uma corrente elétrica, i1, associada a uma tensao elétrica
vy,. Ver (Fig. 1.5).

i
+—0 4
+
L [ v,
B
Figura 1.5: Indutor.

A relacgao entre entre essa tensao e a corrente, iy, que entra no terminal positivo do
indutor é dada por
v = L dt (15)
onde a constante L é denominada de indutancia do indutor. Note que uma corrente cons-
tante no tempo estd associada a uma tensao nula. Ou seja, é possivel haver corrente com
auséncia de tensao. Por outro lado, uma tensao constante nao nula e positiva esta associada
a uma corrente que cresce linearmente no tempo (uma vez que a derivada da fungéo linear
¢ uma constante).
O indutor também armazena energia associada a presenca do campo de indugao magnéti-
ca, B, no seu interior produzido pela corrente elétrica. E sabido que essa energia relaciona-se
com a corrente por

Up = —L. (1.6)

1.2 O oscilador LC

Consideremos que um capacitor previamente carregado com uma tensao vy seja conectado
a um indutor no instante ¢ = 0. Antes da conexao nao havia possibilidade de existéncia
de uma corrente elétrica pois o circuito encontrava-se aberto. Contudo, apds a conexao é
possivel o aparecimento de uma corrente. Suponhamos que essa corrente tenha o sentido
mostrado na figura (Fig. 1.6) e associemos as tensoes elétricas em cada elemento a esta
corrente.

Temos

pois it = —ic et =1r.
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i
O N O
\ + Z U
C~ Ve [ Vi L
0O) & O
" < \ %

Figura 1.6: Circuito LC.

Como, apds a conexao, v = vy,

1 di
—— [idt=L—. 1.7
C / dt (1.7)
Essa é uma equacao integro diferencial. Usualmente, prefere-se apresentd-la na forma
equivalente de equagao diferencial. Para isso basta deriva-la com relagdao ao tempo.

1. d?i d?i 1
1= LCZ

C g pre) (1.8)

Essa equagao diz que a segunda derivada da corrente é proporcional ao negativo da

prépria corrente. A tnica fungdo que tem essa propriedade é a fungao senoidal (ou cosse-
noidal) ver figura (Fig. 1.7). Portanto, a solucao dessa equacao deve ser da forma

i =g sen(wo t + ¢). (1.9)

Onde 7, wg € ¢ sao constantes cujos valores ainda precisam ser determinados.

—¢/ °l \/ "o

-1,

Figura 1.7: Corrente senoidal em funcao do tempo.

Compare com a equagao do oscilador massa-mola que é do mesmo tipo

Pk (1.10)
a2 - m '
e tem a mesma forma de solucao
x = xo sen(wot + @). (1.11)

As constantes na equagao (1.9) recebem nomes especiais:
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e ig ¢ a amplitude da corrente, em A;
e wot+ ¢ é a fase, em rad;

e ¢ ¢é a fase inicial (em ¢ = 0), em rad;
e wp é a frequéncia angular, em rad/s.

Verifiquemos qual é a condi¢ao necessdria para que a equagao (1.9) seja realmente solugao
da equagao (1.8). Para isso, derivemos (1.9) duas vezes com rela¢do ao tempo.

di
d_IZf = wo ip cos(wo t + @)
d%i
EQZ = —wip sen(wot + ¢) = —wj i.
Substituindo em (1.8) fica
1
25 L
Wp LC 1

/1

Em outras palavras, a fungao senoidal é solucao desde que a frequéncia angular tenha
esse valor. Normalmente, sempre trabalhamos com a raiz positiva para que a fase cresga
com o passar do tempo (o tempo é uma varidvel fisica sempre crescente). As outras duas
constantes podem ser determinadas a partir das condic¢oes iniciais do circuito, como vere-
mos posteriormente. O comportamento oscilatério da corrente estd associado ao regime
oscilatério de carga (com ambas polaridades) e descarga do capacitor (e do indutor), signi-
ficando o armazenamento oscilante da energia.

Como a tensao no indutor é a mesma no capacitor,

di
ve =g, :Ld—z = wo Ligcos(wot + @) (1.13)

T
cos(wot + ¢) = sen(wot + ¢ + 5),

vemos que a tensao estd defasada (adiantada) de 7/2 rad com relagao & corrente (Fig. 1.8).

Vejamos agora como a aplicagao das condicoes iniciais determinara os valores da ampli-
tude e da fase inicial.

Antes da ligacdo, a corrente era nula assim como a energia armazenada no indutor,
Up. Imediatamente apds a ligacao ainda devemos ter essa mesma condi¢ao uma vez que
a energia tem inércia. Portanto, nao é possivel haver uma descontinuidade na corrente.
Entdo, em ¢t =0, ¢ = 0. Aplicando essa condigdo na equagao (1.9) teremos

0 = 4o sen(wo0 + ¢)
ou, como a amplitude nao pode ser identicamente nula,

sen(¢) =0, o=km k=0,£1,£2,.... (1.14)
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i, v,

ot

Figura 1.8: Tensao e corrente no circuito LC.

A segunda condicao inicial é que o capacitor estd carregado com uma tensao vg em t = 0.
Aplicando essa condigao na equacdo (1.13) e de acordo com (1.14) teremos

Vo = Wo L i() COS(W()O +k 7T)

logo, ;
. 0
= — 1.15
‘0 wo L cos(k ) (1.15)
g = —|—U—O, para |k| par
W()L
e
R f&, para |k| fmpar.
woL

Assim, substituindo (1.15) e (1.14) na equagéao (1.9), para qualquer valor de k teremos

. Vo 1
_ )= 1.1
i oL sen(wo t), wo 76 (1.16)

Essa fungéo estd representada, em funcao do tempo, na figura (Fig. 1.9) para ¢ > 0.

)

Figura 1.9: Corrente no circuito LC.

Nessa figura estd mostrado o periodo temporal, Tp, o intervalo de tempo necessario para
que ocorra a primeira repeticao da fungao, ou seja,

i(t +To) = i(t).
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Portanto, da equagao (1.16) fica
senfwg (t + To)] = sen(wp t)

Sowo (t+To) =wot+ 2w
ou
2w

=7 (rad/s). (1.17)

Wo

1.2.1 Variagoes das energias

No interior do capacitor existe campo elétrico e no interior do indutor existe campo de
inducao magnética, logo, existem energias associadas a esses campos nesses elementos de
circuito. Das equagoes (1.4) e (1.6) teremos

Ug = 021)2 = %[w()Li() cos(wo t + ¢)]?
e
Up = LTZQ = % [io sen(wo t 4 ¢)]%. (1.18)
Mas, CwiL = 1, entdo
Ug = L [io cos(wo t + ¢)]°. (1.19)

2

Somando as duas energias para obter a energia total U fica
L -2 2 2 L ;2
U=Ug+Up= Ezo[cos (wot+ ¢) +sen(wot + ¢)] = 5 lo-
Substituindo o valor de i¢ dado por (1.15) fica
¢ 5
U=UE+UB:§UO. (1.20)

Observe que a energia total é constante (se conserva) e que é igual & energia inicial que
estava armazenada no capacitor (a energia inicial no indutor é nula pois ndo havia corrente).
E bastante instrutivo observar os graficos das duas energias (Fig. 1.10).

UE s UB /UE ‘/UB

<U> = <Up> +|——%——}—f—F—F-

Figura 1.10: Energias no circuito LC.
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A simetria das curvas sugere que o valor médio de cada energia em um periodo da os-
cilagao da corrente seja igual a metade do respectivo valor maximo. Isso pode ser verificado
formalmente a partir da definicao do valor médio de uma fungao em um intervalo:

b
< f(z) >= bia/a f(z)dx.

Em nosso caso o intervalo onde sera executada a média serd o periodo Ty. Apliquemos
a definicao a energia no capacitor, Ug
To

1
<Ug>= — Ug(t) dt.
To Jo

Substituindo a expressao de Ug, equagao (1.19), e lembrando as identidades

1 20
cosQ(H):i_‘_COS( )
2
1—cos (2
sen’(f) = 7(;08( 9)
2
fica -
1 Lig ["°1+4cos[2(wot+ )]
=20 dt
<Up>=7=5 | 2
Liz1 ("1 Li2 1 [T cos[2(wot+ ¢)]
Ug >= —2_— —dt —0—/ — = .
<vEr=rn ) 2t ), 2

A segunda integral é nula pois trata-se da drea do cosseno num periodo (calcule!).
Portanto,

LiZ 1 Li2
Up>= 201t p B4 1.21
SYBCE TR 0T (1.21)
O mesmo resultado é obtido ao calcular-se o valor médio de Upg.
Li2 1 Li?
<Up>=—2_"Ty=-"1Y 1.22
B 4T, % 4 (1.22)

Portanto, as duas energias médias sao iguais e a energia média total é igual a energia
inicial o o o 5
<U>:ﬂ+ﬂ=ﬂzcvo.
4 4 2 2

1.3 O oscilador RLC

O oscilador LC' da secao anterior é um oscilador ideal pois nao existe nenhum elemento
capaz de dissipar energia. Como vimos, uma vez iniciada a oscilagao ela se perpetua havendo
apenas a troca oscilante de energia entre o capacitor e o indutor. Um oscilador mais préximo
da realidade contém algum elemento dissipativo que sera representado por um resistor.

Consideremos, novamente, um capacitor previamente carregado com uma tensao inicial
vo. Esse capacitor serd conectado em ¢ = 0 (fechamento da chave) a um resistor em série
com um indutor formando um circuito RLC' em série (Fig. 1.11).
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chave R

11
1

Figura 1.11: Circuito RLC' aberto.

Apés o fechamento da chave deverd aparecer uma corrente i(t) e nosso objetivo é de-
termina-la estando submetida & condicao inicial de corrente nula em ¢ = 0. Essa condicao
inicial para a corrente é a mesma do circuito anterior, uma vez que nao pode haver va-
riagao brusca na energia do indutor cujo valor inicial é zero. Teremos, entao, as tensoes
representadas na figura (Fig. 1.12).

i) R
>/
A ST+t

Vi

Ve v, L

Figura 1.12: Oscilador RLC.

Temos, apds a conexao, que
Vo = VR + VL
o 1 di
7
2 fiat=1% 1 Ri. 1.23
’ / ; R (1.23)

Derivando com relacao ao tempo para colocar na forma de equacgao diferencial fica

. d?i di
o=l TG
rearrumando 2 R )
i 1 .
dt2+Ldt+LCZ_O' (1.24)
Essa equagao contém um termo relacionado com a dissipagao de energia representado
pelo parametro R/L e um termo relacionado com a oscila¢ao representado pelo quadrado
da frequéncia angular, 1/LC. O fato do circuito estar dissipando energia indica que, se
houver uma corrente oscilante, sua amplitude deve diminuir com o passar do tempo. Se a
corrente nao for oscilante, seu valor também deve diminuir com o passar do tempo pois,
em ambos os casos, a energia armazenada no indutor depende do valor da corrente e, como
existe dissipacao no resistor, essa energia deve estar diminuindo.
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Procuremos, como uma tentativa, uma solucao dessa equacao diferencial na forma de
uma corrente oscilante amortecida. Nada garante, ainda, que exista tal solugao. Pode ser
que o resistor dissipe tanta energia que o circuito nem consiga oscilar, mas nao custa tentar.
Suponhamos que a corrente seja da forma

i(t) =ige Plsen(w't + ¢), 8> 0. (1.25)

ou seja, uma funcao senoidal amortecida por uma exponencial decrescente.

As constantes ig, 3, w’ e ¢ sao desconhecidas e seus valores deverao ser determinados
posteriormente.

Derivando com relagéo ao tempo a proposta de solugao (1.25) encontraremos

% = ige P [—Bsen(wo t + ¢) + W' cos(wot + ¢)]
e 2
# =ige P[(B% — w?)sen(wo t + ¢) — 2 Bw’ cos(wo t + B)).

Substituindo essas duas derivadas na equacao (1.24) e agrupando os termos em seno e
cosseno fica

R 1 R
(B2 —w'? - fﬂJr E)sen(wotJrqS) + (Ew' —2Bw') cos(wot+ @) =0
ou seja, uma equacao do tipo

Asen(wot + ¢) + B cos(wot + ¢) =0, A e B constantes.

Essa equacgao tem que se verificar para qualquer valor do tempo t. Isso s6 é possivel se
A = B = 0. Essa é uma outra maneira de expressar o fato das fungdes seno e cosseno serem
linearmente independentes.

De B =0 temos

R , , R
—w =2 == 1.2
7 w Bw S B 5L’ (1.26)
de A =0 fica R )
2 2 I
G4 —w T 8+ C 0
e substituindo o valor de 3 e arrumando temos
1 R\?
/ P _— [
w ==+ 76 <2L) . (1.27)

Veja que a frequéncia angular w’ é menor ou igual do que wg = \/% . Em outras pala-
vras, a presenca da resisténcia elétrica diminui a frequéncia da oscilagao além de promover
a atenuacao da amplitude da corrente.

O aspecto dessa fungdo pode ser visto na figura (Fig. 1.13).

Os valores de iy e ¢ na equagdo (1.25) podem ser determinados a partir das condigoes
iniciais de modo semelhante ao que realizamos para o oscilador LC'. As condigoes iniciais
sao as mesmas, em t = 0 temos i = 0 e vo = vy. A corrente inicial nula produzird ¢ = k7
onde k = 0,+1,+2,... como no caso anterior.
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i(f) 4

7z

=)
~ Vv

Figura 1.13: Solucao oscilatéria amortecida.

O fato da corrente inicial ser nula também fard com que a tensao inicial no resistor seja
nula, uma vez que vg = R i, portanto, a tensdo inicial do capacitor, vy, aparecera aplicada
ao indutor, vy, = vy e, como no caso anterior, também teremos

. o
0L cos(km)’
A solucao completa serd entao
. Vo _ Ry 1 R\’
i(t) = Sp € hsen |4/ 7m - (ﬁ) t (1.28)

onde foi considerada apenas a raiz positiva para a frequéncia angular.
O aspecto dessa fungdo pode ser visto na figura (Fig. 1.14).

i(f) 4

7

Figura 1.14: Solucao oscilatéria amortecida completa.

E importante notar que essa solugao tem uma limitagao, ela s existe enquanto a
frequéncia angular for um nimero real e isso s6 ocorre no caso em que

R\? 1
_ <
°oL) — LC
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Esse valor de resisténcia é conhecido como resisténcia critica, Rc. A condicao para
termos uma oscilagao oscilatéria amortecida é que a resisténcia seja menor que a resisténcia

critica.
L
Rc =2 rok (1.29)

Se isso nao ocorrer, a solugao sé pode ser encontrada como uma combinagao de uma
funcao exponencial com o produto de uma funcao linear por uma fungao exponencial ou
como combinagao de fungGes exponenciais. Nao temos interesse, agora, em estudar esse
caso nao oscilatério apesar de ter alguma importancia. Nos restringiremos as situagoes
importantes em que a resisténcia nao ultrapasse a resisténcia critica.

Costumamos classificar os osciladores a depender do grau de amortecimento, ou seja, a
depender de quanto a resisténcia é comparada com a resisténcia critica.

ou seja,

e Se R << R¢ falamos em baixo amortecimento, a corrente oscila muitas vezes antes
da amplitude decair de um valor aprecidvel. E o caso dos osciladores utilizados nos
relégios para marcar o tempo.

e Se R < R¢ falamos em oscilador subamortecido. E o caso mais comum em circuitos
de radio e TV.

e Se R = R¢ falamos em oscilador criticamente amortecido. E a situacao de transicao
entre oscilar e nao oscilar. A solucao é do tipo

i=C1e% + Cyte™.

e Se R > R¢ falamos em oscilador superamortecido. E o caso onde nio ocorre oscilagao,
apenas uma subida e uma relaxacao da corrente. E importante para evitar oscilagoes
parasitas em circuitos onde existem indutancias e capacitancias indesejadas como
parte da geometria dos condutores do circuito. A solucao é do tipo

i=C4 et + Cy 2t

No site onde vocé encontrou esse texto (www.eletro.fis.ufba.br) deverd estar disponivel
uma planilha eletronica de nome “amortecido.xls” que desenha a curva da corrente em fungao
do tempo a depender dos valores de R, L e C' para a condigao inicial que utilizamos. Esteja
a vontade para experimentar.

Na solugao oscilatdria amortecida a funcao nao é periédica. Contudo, a corrente anula-
se em intervalos de tempo regulares de modo que podemos definir um “pseudo periodo”,
T’, equivalente ao tempo necessério para a senoide executar uma oscilacdo completa (Fig.
1.14) e
;L 27

T

No caso do baixo amortecimento o pseudo periodo é muito pequeno quando comparado
com a constante de tempo de relaxacao (do circuito RL) definida como L/R de forma que
o decréscimo da amplitude da corrente é pouco perceptivel se observarmos apenas alguns
ciclos da oscilagao. E como se a amplitude permanecesse constante durante uma oscilagao.
O fator exponencial decai muito lentamente quando comparado com o fator senoidal.

w
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1.3.1 Energia e coeficiente de qualidade

Ja mencionamos que no circuito RLC' a energia total armazenada no indutor e no capacitor
deve diminuir ao longo do tempo devido a dissipagao no resistor. Isso é facil de perceber
no indutor onde a energia é diretamente proporcional ao quadrado da corrente em cada
instante de tempo. No capacitor a situagao é um pouco mais complicada de se calcular
uma vez que a energia no capacitor depende do quadrado da tensao nesse elemento e a
tensao deve ser calculada a partir da integracao da corrente.

Estamos mais interessados nos valores médios da energia durante uma oscilagao do que
nos valores instantaneos. Os calculos podem ser muito simplificados se nos restringirmos
ao caso importante do baixo amortecimento,

il 2<< ! !
e —_— w W
2L LC’ 0

onde o fator exponencial pode ser considerado aproximadamente constante durante o inter-
valo de integracao (igual ao pseudo periodo). Isso reduz tremendamente a dificuldade de
resolver a integral e nos leva a conclusoes importantes. Vejamos:

Consideremos a energia média num pseudo periodo armazenada no indutor

L L1 (7
<Up>=5 <i?>==

-2
D) F . (3 (t) dt

2 \wL/) T
A exponencial pode ser considerada como aproximadamente constante durante a inte-
gracao e retirada para fora da integral

L v\ _ny 1 r 2
<Up >=5 (wOL) e T ﬁ/o (sen(wp t))” dt.

<Up >= L ( 0 )2 ! /TI (67%15 sen(w’ t)>2 dt.
0

O valor médio do quadrado do seno vale 1/2, portanto,

L v 2 R
U = — 0 Tt
<Up > 1 (woL) e

e como w2 = 1/(LC) teremos

2
Cug —ny

<Up >= e Tt (1.30)

Consideremos agora a energia média num pseudo periodo armazenada no capacitor.
Inicialmente calculemos a tensao no capacitor.

1 1 1
vo = fa/z(t) dt = el / wquL e~ 7Lt sen(w't) dt = el wleL /e*% Psen(w’t) dt

Essa integral é tabelada,

_%t R It / /t
W ﬁsen(w )+OJ COS((U )

[y

/e_%tsen(w' t)dt =
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e a tensao fica escrita como

1 v e"art R
G (B ) ). e
2L

A energia no capacitor é proporcional ao quadrado da tensao

2
CU% C (1 v e 3t R ’ ’ ’ ?
Ug = SRR) <6w’LW ﬁsen(w t) + w’ cos(w't)

lembrando que
sen(20) = 2sen(f) cos(6)

fica

1 Vo e_%t ’ R ? 2¢, 1 R, ’ 2 20 7
UE:% EW (E) sen(w t)—i—ﬁw sen(2w't) + w' cos® (w't) | .

Calculemos agora o valor médio em um pseudo periodo dessa energia utilizando a mesma
aproximagao feita anteriormente (considerando o fator exponencial como constante)

1 o et R\? 9 R 2 2
! ! ! / /
< UE >= — oL W < (i) sen (w t)+ iw Sen(2w t)+(JJ COS ((JJ t) > .

Como os valores médios do quadrado do seno e do quadrado do cosseno valem 1/2 e o

valor médio do seno é zero, fica
U fw e®t \'[/R\21 1
v b (Y (Y bent]
2C wL(%) +w? 2L ) 2 2

Como se trata de baixo amortecimento podemos simplificar mais ainda essa expressao

1 v e\ 1
<Up>=— | —= 5=
B 2C (wOL wd ) b
e como w? = 1/(LC) teremos finalmente
C 2
<Ugp >= 4”0 e Tt (1.32)

Que é o mesmo resultado obtido para a energia média no indutor.
A energia média armazenada no capacitor e no indutor vale

2
Cvg

R
et

<U>=<Ug>4+<Up>=2

C 2
<U>= ;0 e Tt (1.33)
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Onde vemos que a energia média total cai exponencialmente com o passar do tempo a partir
do valor da energia inicial que estava totalmente armazenada no capacitor.
A poténcia média relacionada com a energia média armazenada pode ser calculada como
d<U> RCv: _= R
<P>=—"_""=_ """ Ve it=__ <cU>
dt L 2 L
onde vemos que a poténcia é negativa, o que é coerente com o fato do sistema oscilante esta
perdendo energia na forma de calor no resistor.
A energia média dissipada no resistor durante uma oscilacao pode ser avaliada através do
produto da poténcia média pelo pseudo periodo (que é aproximadamente igual ao periodo
da oscilagao do oscilador LC).

R
<Up>=—-<P> T’zZ<U>T0.

A qualidade de um oscilador pode ser avaliada pela comparagao entre a energia média
armazenada e a energia média perdida em uma oscilagao. Define-se o coeficiente de quali-
dade, @), da seguinte forma

energia média armazenada

-9 1.34
@ T energia média dissipada em uma oscilagao ( )
<U> <U>
Q=21———=2"T5——
< Ugr > I <U>T1T,
ou I
wo

= —. 1.35
Q=" (1.35)

Observe dois fatos importantes: o fator woL tem dimensdo de resisténcia ( a unidade
é o ohm) devido ao fato do coeficiente ) ser um nimero e o coeficiente é inversamente
proporcional a resisténcia em série no circuito. Um circuito com resisténcia pequena tem
um alto fator de qualidade, em outras palavras, dissipa pouca energia por oscilacao.

Os osciladores RLC utilizados em radio e TV usualmente tem @ entre 10 e 20 enquanto
que em um relégio eletronico é maior que 1000. Voltaremos a esse assunto, posteriormente,
nos osciladores forcados.

1.4 Oscilador RLC forgado

Na se¢ao anterior, iniciamos a analise do circuito considerando que o capacitor estava pre-
viamente carregado ao fecharmos a chave do circuito. Vimos que isso produz uma oscilacao
amortecida na corrente e, com o passar do tempo, essa oscilacao tende a se extinguir. Se
desejarmos manter o sistema oscilando temos que prover alguma fonte de energia para com-
pensar a energia perdida no resistor. Isso pode ser feito se acoplarmos uma fonte de tensao
(ou entdo uma fonte de corrente) ao circuito.

Consideremos um circuito RLC alimentado por uma fonte de tensao com condigoes
iniciais nulas (capacitor descarregado e corrente nula no indutor) e que a chave seja fechada
em ¢ = 0 como mostra a figura (Fig. 1.15).

Apés o fechamento da chave poderd aparecer uma corrente e as tensoes instantaneas
nos elementos estao mostradas na figura (Fig. 1.16).
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Figura 1.15: Circuito RLC forcado aberto.
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Figura 1.16: Oscilador RLC forcado.

Consideremos que a tensao da fonte seja conhecida e varie senoidalmente como
vy = vgsen (wt), vy e w conhecidos.

Desejamos determinar o comportamento da corrente ao longo do tempo. Para isso,
vamos escrever a equagao do circuito.

VF = VR + v +VC
. di 1 [
vosenwt:Rz+LE+5/zdt (1.36)
derivando com relagao ao tempo e rearrumando fica

d* Rdi 1 . ww
E + Z% + EZ = Tcos(wt).

Essa é uma equacao linear de segunda ordem nao homogénea. A solucao geral dessa
equacao pode ser obtida pela soma da solucao da equagao homogénea com uma solugao
particular.

Solugao geral = Solucao da eq. homogénea + Solucao Particular.

A solugao da equagao homogénea é a mesma do item anterior, o oscilador amortecido,
e ja sabemos que essa solugao tende a zero com o passar do tempo. Por esse motivo essa
solugao também é conhecida como solucao transitoria ou “transiente”. Resta determinar a
solugao particular.

A solugao particular é a solugao que é mantida pela excitagao da fonte e por isso é
também conhecida como solu¢ao permanente. Pode ser encontrada por tentativa (como é
o caso para a maioria das equagdes diferenciais). Normalmente, uma solugdo que tenha a
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mesma forma da excitagao satisfaz. Quando isso nao acontece tentamos outras funcoes que
tenham comportamento parecido com a excitagao até encontrar uma que satisfaga.
Tentemos uma solugao particular com a forma senoidal com a mesma frequéncia angular
da excitagao mas deixemos a possibilidade dela estar defasada com relagao a excitagao. Algo
do tipo
i=1dpsen (wt+ a), i0 e a a determinar.

As duas constantes podem ser determinadas diretamente a partir da substituicao da
proposta de solugao na equacao diferencial. Contudo, uma mudanga de variavel torna esse
trabalho mais simples e mais interessante. A razao é a seguinte: nds preferimos colocar a
referéncia de fase na corrente do circuito ao invés da tensao da fonte para podermos tomar
a tensao no resistor como referéncia (lembre-se que no resistor vg = Ri). Isso pode ser
feito redefinindo o tempo, ou seja, trocando de relégio. Tomemos um tempo t’ tal que

wt =wt+a,
ou seja
" wt=wt + ¢, ¢ = —a.

Ficaremos entao com
vp =vpsen (wt' + ¢)

i =1gsen (wt')

com ig e ¢ a determinar.
Substituindo na equacéo integro-diferencial (1.36) do circuito (ou mesmo na equagio
diferencial) com ¢ trocado por t’ fica

: ’
vosen (wt' + ¢) = Rigsen (wt') + Ld(lo%t(wt)) + % /iosen (wt')dt
svpsen (wt' + ¢) = Rigsen (wt') + Lwip cos(wt’) — é_o cos(wt),

w

expandindo o seno da soma e rearrumando os termos fica

vosen (wt') cos(¢) + vy cos(wt')sen (¢) = i (Lw - %) cos(wt") + Rigsen (wt').

Essa igualdade s6 se verifica para todos os instantes de tempo se

10 (Lw — %) = vp sen (@)
Rig = vg cos(9).

Dividindo a primeira equagao pela segunda fica

(Lw—Ze) _ sen (9)

R cos(¢) ’
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R

Figura 1.17: Triangulo representativo da tan ¢.

ou seja,

tan(¢) = 7(Lw l_% zc) .

Desenhemos um tridngulo retdngulo que represente a tan(¢) (Fig. 1.17) na situagdo em
que Lw > ﬁ
A hipotenusa do tridngulo é chamada de Z, impedancia, valendo

7= \/<Lw£>2+R2. (1.38)

A impedancia é composta pela resisténcia e por um termo que é dependente da frequéncia
angular da fonte e dos parametros do circuito. Esse dltimo termo envolve a diferenga entre
duas parcelas conhecidas como reatancia indutiva e reatancia capacitiva que possuem a
mesma unidade da resisténcia, o ohm, assim como a prépria impedancia.

(1.37)

X1 = wL é areatancia indutiva,

Xco = — é a reatancia capacitiva.
wC
A amplitude da corrente pode ser determinada a partir da equagao

Rig = vy cos(¢)

ig = UEO cos(¢)
e do valor do cos(¢) obtido através do tridngulo,

o= 2 = 0 (1.39)

Z ey er

Essa expressao é um andlogo a lei de Ohm para circuitos de corrente alternada que
contém R, L e C. Observe que a amplitude da corrente depende da frequéncia angular da
fonte através da impedancia Z(w).

vo
Z(w)

io(w) =

Veja que os valores de ig(w) e ¢(w) foram determinados e sdo independentes da mudanca
de variavel que executamos no inicio da resolugao.
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Nosso proximo passo é estudar como a variagao da frequéncia da fonte influencia nos
valores da amplitude da corrente e na diferenca de fase entre a tensao e a corrente na solugao
permanente do circuito. Para isso, consideremos que todos os parametros do circuito e a
amplitude da tensao da fonte sejam mantidos constantes e variemos a frequéncia angular
da fonte entre zero e infinito.

Iniciando com uma frequéncia muito pequena, w ~ 0 teremos uma reatancia capacitiva
muito grande, X¢ — oo quando comparada a reatancia indutiva e a resisténcia. Conse-
quentemente, de acordo com a equagao (1.39), a impedéancia Z — oo e a amplitude da
corrente ig — 0. Também, de acordo com a equagao (1.37), teremos ¢ — —m/2.

wo0=27Z—->00=1iy—>0e¢p— —7/2.

Dizemos que o circuito é predominantemente capacitivo.

Aumentando gradativamente o valor da frequéncia teremos uma diminuicao da reatancia
capacitiva e um aumento da reatancia indutiva com a consequente reducao da impedancia
e elevagao da corrente. A diferenca de fase ¢ aumenta em direcao a zero.

Continuando o aumento da frequéncia, havera uma situacao em que a reatancia capa-
citiva se iguala a reatancia indutiva fazendo com que a impedancia atinja o valor minimo,
Z = R, a amplitude da corrente atinja o valor méximo, igp = vg/R e a diferenca de fase se
anule.

1 . Yo
w 76 L c ho="peo

O circuito se torna puramente resistivo e dizemos que atingimos a situagao de ressonancia.

Continuando o aumento da frequéncia em diregao ao infinito, a reatancia indutiva torna-
se maior que a reatancia capacitiva ocasionando um aumento na impedancia. A amplitude
da corrente decresce do seu valor maximo e a diferenca de fase torna-se positiva.

No limite em que a frequéncia tende ao infinito teremos a reatancia indutiva muito maior
que a reatancia capacitiva e que a resisténcia. A impedancia também cresce para o infinito
fazendo com que a amplitude da corrente tenda a zero e a diferenca de fase tenda a /2.
T

w—>oozXL—>oozZ—>oo:>io—>Oe¢—>2

Dizemos que o circuito é predominantemente indutivo.

O comportamento da amplitude da corrente em funcao da frequéncia angular tem o
aspecto mostrado na figura (Fig. 1.18) paravg =5V, R=1Q, L=1HeC=1F.

A diferenca de fase ¢ em funcao da frequéncia angular, para os mesmos valores dos
parametros, tem o aspecto mostrado na figura (Fig. 1.19).

O aspecto dessas curvas é dependente do valor da resisténcia. Quando a resisténcia é
pequena, a curva da amplitude da corrente (curva de ressonancia) é alta, estreita e torna-se
quase simétrica com relagao a frequéncia de ressondncia. Quando a resisténcia é grande
essa mesma curva é baixa, larga e bastante assimétrica. Veja na figura (Fig. 1.20) as curvas
correspondentes a dois valores de resisténcia diferentes do valor anterior.

Veja que o valor maximo da amplitude da corrente, para uma dada amplitude de tensao
da fonte, fica limitado apenas pelo valor da resisténcia. Se ndo houvesse resisténcia (R = 0)
essa amplitude seria infinita.

No mesmo “site”’que mencionamos anteriormente vocé devera encontrar as planilhas
ressonancia.xls e fase.xls. Essas planilhas mostram a curva de ressonancia e a diferenca de
fase entre a tensao e a corrente.
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Figura 1.18: Amplitude da corrente em funcao da frequéncia angular.

(I) (rad)
-n/2 +

ﬂ234567891003(rad/8)
—1/2 T

Figura 1.19: Amplitude da corrente em fungdo da frequéncia angular.

1.4.1 Tensoes nos elementos do circuito

A tensao no resistor vale

vr(t') = Ri(t') = Rip sen (wt') = vgo sen (wt')
ou seja, a tensdo estd em fase com a corrente.
A tensdo no indutor vale
di(t d
=L Zd(t’) =L @(zo sen (wt')) = w Lig cos(wt’) = vro sen (wt' + ﬁ)

I)L(tl)

ou seja, a tensdo estd adiantada de m/2 com relagdo & corrente, ou com relagéo a tensdo no
resistor.

A tensdo no capacitor vale

Vo (t/)

Y /71 . / /7L7‘ /7 _ /7ﬁ
e /z(t)dt =5 (i0 sen (wt'))dt 7wC( ig cos(wt')) = veo sen (wt 2)

ou seja, a tensdo estd atrasada de 7/2 com relagdo & corrente, ou com relagao & tenséo no
resistor.

Podemos visualizar as amplitudes das tensoes em um triangulo semelhante ao triangulo
anterior. Para isso, multipliquemos todos os lados do tridngulo original por io (Fig 1.21).
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p/R=0,6 Q

| |
o 10 o (rad/s)

Figura 1.20: Amplitude da corrente em funcao da frequéncia angular para valores de re-
sisténcia diferentes.

(X, - X )iy = vy - Vg

Figura 1.21: Triangulo das amplitudes das tensoes.

Podemos observar que as amplitudes das tensoes devem satisfazer a regra da soma do
triangulo
2 2 2
U5 = Vo + (VLo — vco)

enquanto que os valores instantaneos das tensoes somam-se algebricamente
Up(t) = UR(t) + ’UL(t) + ’Uc(t).

Para as amplitudes das tensoes, tudo se passa como se fosse uma soma de vetores (Fig.
1.22).

Vejamos agora o que ocorre com as tensoes instantaneas substituindo o valor de ig =
vo/Z(w) nas expressoes das tensées. Em geral temos

vr(t") = v sen (wt')

R
Z(w)
v (t) = v % sen (wt' + g)

X
ve(t') =vo Tz) sen (wt’ — g) :
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vRO

Figura 1.22: Amplitudes das tensoes somadas como vetores.

Dessas expressoes e do triangulo das tensdes podemos observar que as amplitudes das
tensoes no indutor e no capacitor podem ser maiores ou menores que vy a depender do valor
da frequéncia angular. Contudo, a amplitude da tensao no resistor é sempre menor ou igual
& vg. Na ressonancia (w = wp), Z = R e ¢ = 0. As expressoes das tensdes tomam as formas

vr(t') = vo sen (wt')
X ™
v () = v fL sen (wt' + 5)

ve(t') = vo Xo sen (wt’ - ﬁ) :
R 2

Podemos ver que a tensao da fonte aparece integralmente no resistor, que a tensao
no indutor é oposta & tensdo no capacitor porém com a mesma amplitude (uma vez que
X1, = X¢). De fato, a soma das tensoes no indutor e no capacitor anula-se. Essa é a causa
da tensao da fonte aparecer aplicada integralmente no resistor.

As tensoes no indutor e no capacitor podem atingir valores muito elevados, muito maiores
que a tensdo da fonte, tudo depende da razdo X /R ou X¢/R que sdo iguais. Lembre-
se que essa razdo é o préprio coeficiente de qualidade calculado na ressonancia Q(wyg).
Esse coeficiente foi definido para o oscilador amortecido e aparece também no oscilador
forcado. E muito comum ter-se valores elevados (@ > 10) para esse coeficiente nas aplicagoes
usuais, podendo haver rompimento da isolagao elétrica dos isolantes caso a tensao seja muito
elevada.

1.4.2 Poténcia média da fonte no regime permanente

Estamos interessados em determinar a poténcia média fornecida pela fonte ao circuito. Para
isso calculemos, inicialmente, o valor da poténcia instantanea,

P(t) =v(t)i(t) = vo sen(wt’ + ¢)ig sen(wt').
Expandindo o seno da soma fica
P(t) = v io sen(wt’) cos(¢) + sen(¢) cos(wt')] sen(wt’)

P(t) = vo o[ sen®(wt’) cos(4) + sen(¢) cos(wt’) sen(wt’)]
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sen(2wt’)

P(t) = voip | sen?(wt’) cos(p) + sen(e) 5

Essa expressao tem duas parcelas. A primeira parcela é pulsante e sempre positiva
significando que a fonte estda sempre fornecendo energia ao circuito. A segunda parcela é
senoidal, ora sendo positiva, ora sendo negativa, significando que exitem momentos em que
a fonte fornece energia ao circuito e momentos em que a o circuito devolve a energia a fonte.
Calculemos o valor médio dessa poténcia durante um periodo da oscilacao.

sen(2wt’)

< P >=wgig cos(¢) < sen*(wt') > +wgig sen(d) < 5

J4& sabemos que o primeiro valor médio vale 1/2, enquanto que o segundo valor médio é
nulo. Portanto

<p>=20 cos(¢p) = — 0 cos(¢). (1.40)

2 V2 V2
E conveniente expressar a poténcia média em fungao dos valores eficazes da tensao e da
corrente. O valor eficaz de uma tens@o é um valor constante (continuo ou DC) que, quando
aplicado em um resistor, dissipa a mesma quantidade de energia que seria dissipada por
uma tensao alternada aplicada ao mesmo resistor, durante um intervalo de tempo igual ao
periodo da oscilagao. Para uma tensao senoidal, a energia dissipada em uma oscilagao vale

To ,2 2 To 2
v*(t) v 2 vo To
= dt = — t)dt = — —.
U /0 ; sen”(wt) 5

A energia dissipada no mesmo resistor por uma tensao constante de valor vef no mesmo
intervalo de tempo vale

Vet = —=. (1.41)
Um resultado analogo pode ser obtido para a corrente

. Z.O
g = 2, 1.42
f \/5 ( )

Dessa forma, a equagao (1.40) pode ser escrita como
< P >= et et €OS(¢)). (1.43)

O fator cos(¢) é chamado de fator de poténcia. Observe que a poténcia média fornecida
pela fonte é sempre menor ou igual ao produto do valor eficaz da tensao pelo valor eficaz
da corrente e a causa disso é o fato da tensao da fonte estar defasada da corrente.
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Podemos verificar facilmente que essa poténcia é igual a poténcia média dissipada no
resistor, < Pr >, vejamos:

Pgr(t) = Ri%(t) = R (ig sen(wt’))? = RiZ sen?(wt’)

N2
. . 1 0

< Pp>=Ri% < sen’(wt') >=Ri?= =R (—)
R 0 ( ) 02 \/5

o< Prp>=Ri% (1.44)
ou entao 1 1
. Vo .
Pr>=Ri2-=R—1iy=
< Pr >= R1; 5 R 7 ip 5
1 . R Vo i()
< Pr>= -yt = = —= —= cos
R 5 Vot — NG (®)
;. < Pr >= vt der cos(0). (1.45)

A poténcia média também pode ser visualizada em um triangulo. Considere o tridngulo
das amplitudes das tensoes (Fig. 1.21). Esse tridngulo também pode ser encarado como
o tridngulo das tensdes eficazes, pois, basta dividir todos os lados por v/2 obtendo um
triangulo semelhante. Multipliquemos todos os lados deste tltimo tridngulo pelo valor da
corrente eficaz, iqf .

Vet isf
(VLer - VCel') g = Ver L SCN ¢’

¢

VRcflcf = chlcf cos (I)

Figura 1.23: Triangulo das poténcias médias.

Nesse triangulo podemos observar que o cateto adjacente ao angulo ¢ é a poténcia média
fornecida pela fonte e é chamada de poténcia ativa. Portanto, todos os lados do triangulo
tem dimensao de poténcia. A hipotenusa é chamada de poténcia aparente e o cateto oposto
é a poténcia reativa (Fig. 1.24). As unidades utilizadas para essas trés poténcias sdo: o
watt para a ativa, o VA (volt-ampere) para a aparente e VAR (volt-ampeére reativo) para a
reativa. Utilizam-se nomes diferentes para as unidades somente para chamar a atencao do
tipo de poténcia que se refere.

Poténcia aparente . .
Poténcia reativa

¢

Poténcia ativa

Figura 1.24: Nomenclaturas no tridngulo das poténcias médias.

Muitos equipamentos elétricos simples (motores, eletrodomésticos, etc.) podem ser re-
presentados por uma associagdo RLC em série (ou em paralelo) e essa associagdo forma
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uma impedancia Z. No caso do equipamento estar conectado a rede de energia doméstica ou
industrial, a rede é a fonte de tensao e a impedancia é a “carga” apresentada a essa rede. A
rede tem frequéncia (60 Hz no Brasil) e valor eficaz de tensdo fixos de modo que a corrente
eficaz serd uma consequéncia da impedancia do equipamento. Os equipamentos sao cons-
truidos de modo a oferecer um minimo de poténcia reativa a rede para diminuir as perdas de
energia na resisténcia dos fios que distribuem a energia da rede. As reatancias contribuem
para que a corrente fique defasada da tensdo reduzindo a poténcia ativa no equipamento
mas, contribuem também com as perdas nos fios tornando o sistema de distribuicao de
energia pouco eficiente. Por isso os equipamentos devem ser o mais resistivo possivel.
Quando o equipamento nao satisfaz essa condicao o mesmo tem que ser corrigido. Se
ele for excessivamente indutivo, deve-se acrescentar capacitores para compensar de modo
que a diferenga entre as reatancias fique pequena quando comparada com a resisténcia do
equipamento. Atualmente, a legislagdo brasileira (portaria 456 da ANEEL de 29/11/2000)
impoe que o fator de poténcia (cos(¢)) seja maior ou igual a 0,92, correspondendo uma
diferenca de fase ¢ menor ou igual a aproximadamente 23 graus.

1.4.3 A curva de ressonancia e o coeficiente de qualidade

Ja mencionamos que o aspecto da curva de ressonancia depende do valor da resisténcia do
circuito, considerando que os outros parametros do circuito sejam mantidos fixos. Mostrare-
mos agora que o coeficiente de qualidade do circuito RLC pode ser estimado a partir da
curva de ressonancia. Isso tem um aspecto pratico importante, pois nem sempre é possivel
conhecer o valor da resisténcia que, de fato, representa as diversas perdas de energia no
circuito. Os indutores e os capacitores reais dissipam um pouco de energia por diversas
razoes, resisténcia dos condutores, perdas dielétricas, perdas no nicleo, radiacao e outras.
Essa energia dissipada é muito dificil de ser avaliada teoricamente e muitas vezes nao se
consegue individualizé-las. Sé conseguimos observar o resultado global.

Considere a curva representativa da amplitude da corrente em funcao da frequéncia
angular (Fig. 1.25) e determinemos as frequéncias angulares w; e wy em que a amplitude
da corrente cai a 1/+/2 (ou 0,707) do valor maximo. Essas duas frequéncias correspondem
a queda da potencia média a metade do valor maximo, uma vez que a poténcia média é
proporcional ao quadrado da amplitude da corrente (ou do valor eficaz).

i,(A)

v,/R A

0,707v,/R -

o (rad/s)

Figura 1.25: Amplitude da corrente em funcao da frequéncia angular.
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A condicao para a queda a 1/1/2 pode ser escrita como

1 () Vo

ﬁﬁi \/R2+(XL7X0)2

ou

VR + (X1 — Xo)? = V2R

ou
R?+ (X, — X¢)? =2 R?

(XL — Xc) =+R.

Em funcao de w fica

1
L—-——=4%4R
v wC
que é uma equagao do segundo grau
R 1
2
+wl - =
Y YT T 1o

Para cada sinal de w R/L existem duas raizes, logo temos um total de quatro raizes.
Duas positivas e duas negativas simétricas. As raizes positivas sao

2V + 16
2

Wy =
e
R R)2 4
T+ (£) + 16
w1 = 9
A diferenca entre as raizes vale
R
w2 — W1 = f
e dividindo ambos os lados por wq fica
Wy — W1 R
wo wo L '

Lembrando que o coeficiente de qualidade na ressonancia é dado por @ = (woL)/R fica

wo — W1 1
wo Q
w
Q=—2— (1.46)
Wy — W1
Vemos, portanto, que o coeficiente de qualidade pode ser determinado muito facilmente
a partir da curva de ressonancia pela medida das trés frequéncias no grafico. A curva de

ressonancia pode ser obtida por um simples ensaio em laboratério do circuito RLC.
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Uma observagao importante é que as duas frequéncias angulares, w; e we nao sao, em
geral, simétricas com relagao a frequéncia de ressonancia wg. Somente quando o coeficiente
de qualidade é grande, digamos maior que 10, é que as frequéncias se tornam aproximada-
mente simétricas, pois as curvas ficam altas e estreitas. Costumamos dizer que um circuito
com alto coeficiente de qualidade é muito seletivo ja que, quanto mais estreita for a curva,
maior é a capacidade de selecionar uma frequéncia em uma mistura de vérias frequéncias.
Este é o caso dos circuitos RLC utilizados nos sintonizadores de radio e televisao.

Para se ter uma ideia, um canal de radio FM com uma largura de banda de aproxima-
damente 50 kHz em uma estagao, com uma frequéncia central de 100 MHz, necessita de um
coeficiente de qualidade @ = (100/0.05) = 2000.

1.5 Exemplos

Alguns exemplos simples ajudardo a compreender melhor os conceitos.

1.5.1 Oscilagao amortecida

1- Um circuito RLC' em série com R =2 Q, L =1 He C = 1 uF oscila no regime
transitério partindo, apenas, com o capacitor inicialmente carregado. Determinar: a) O
tipo de oscilagdo. b) Quantas oscilagoes serao efetuadas até que a amplitude da corrente
caia a um décimo da amplitude inicial. ¢) A razdo entre a energia média e a energia inicial
quando a condigao do item b) for atingida.

Verifiquemos se a oscilagao pode ser descrita por

R 1 R 2
i(t) =ige 2L " sen(w't), com w’ = i7eln <ﬁ>
Calculemos
R\? 2 \?
> = =1
<2L) (2 X 2>
1 1
— = = 10°.
LC 1x1x10°6
Veé-se que

R\’ 2

2L LC’
portanto trata-se do caso sub-amortecido com baixo amortecimento. De modo equivalente,
a resisténcia (2 Q) é muito menor que a resisténcia critica, Reyit,

| L [ 1
Reyit = 2 6 =2 10-6 = 200012.

A frequéncia angular de oscilagao w’ é aproximadamente igual & frequéncia angular do

oscilador LC
w' = /106 — 1 ~ 10% rad/s = wo
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e o pseudo-periodo é aproximadamente igual ao periodo do oscilador LC'

2T 21
/o _ _ ~ -3
TNTOf—w0f103~6,28><10 S.

A amplitude da oscilagao vale
io 6_% ¢
e a amplitude inicial é ig.
Para que a amplitude caia a 1/10 do valor inicial deveremos ter

ipe-TEt = L

0 *100
ou R

— t=1Inl

5T nl0

t~2,3 2 2,3
StR2,3-=23s.

2
Nesse intervalo de tempo serao executadas N oscilagoes

2,3 2.3

N = —_ &2
To 6,28 x 10-3

~ 366 oscilagoes.

A razao entre a energia média nesse instante e a energia inicial é

1 2 B¢
<U>_§CUOGL _ —2><2,3NO 01
Uy — Ltcowv? - e
0 b) 0

Observe que a queda da energia média relativa (igual a 1%) é compativel com o fato
da energia média também ser aproximadamente proporcional ao quadrado da amplitude da
corrente (que tem uma queda relativa igual a 0,1 %) no caso do baixo amortecimento.

2- Um circuito RLC em série, forgado por uma fonte de tensao senoidal, oscila no
regime permanente. Sendo R =3 Q, X; =9 Q, X =50, f =60 Hz e vy = 100 V,
determine: a) A amplitude da corrente e seu valor eficaz. b) O fator de poténcia e os
valores da induténcia e da capacitdncia. ¢) A poténcia média dissipada no resistor. d) A
poténcia média fornecida pela fonte. e) A poténcia média dissipada no resistor se o valor
da capacitancia fosse alterado para 294,73 uF.

Como a resisténcia e as reatancias sao conhecidas, podemos facilmente montar o triangulo
da impedancia (Fig. 1.26).

Z =5 ohms
9 -5 =4 ohms

3 ohms

Figura 1.26: Triangulo da impedéancia.
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Nesse triangulo podemos calcular o valor da impedancia

Z =+/3%2 442 =5Q.
A amplitude da corrente serd
100
0=—=—=20A
“TZ T
e o valor eficaz vale
. 20
lef = —= =

14,14 A.
V2
O fator de poténcia também pode ser determinado pelo triangulo

cos(¢) = g =0,6.

A indutancia e a capacitancia podem ser determinadas a partir das reatancias
X X 1 1
[ = 2L _ 2L e = — —
w 2 f wXco 2nfXc

9
L=———0,0239 H
o 2 x mx60 ’
e
1

=  ~0,53x107%F.
Ixax60x5 0
A poténcia média dissipada no resistor vale

20 \?
<Pp>=Ri%=3(-=] =600 W.
: “f (\/5 )

A poténcia média fornecida pela fonte vale

100 20
< Pp >= Vet ior cos(o)

=——=0,6=600W.
V2 V2
Confirmando que as duas poténcias médias sao iguais.

Alterando o capacitor para 294,73 uF a nova reatancia capacitiva sera

1 1
Xc

=— = = 8,9999 ~ 9.
wC 377 %x294,73 x 10— ’

Esse valor é exatamente igual a reatancia indutiva.

Portanto, com essa nova capa-
citancia, o circuito encontra-se na situacao de ressonéncia (Z = R)

1

o
(=)

i Vef Vef 2
of=— =0 =
Z

w‘ﬂ|

=23,57 A

100 \ 2
< Pp>=Ri% =3 <§> = 1666,6 W.

Essa poténcia é quase o triplo da poténcia anterior.
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1.6 O transformador

Denominamos de transformador um arranjo de dois ou mais indutores magneticamente
acoplados, ou seja, um conjunto de bobinas suficientemente préximas de modo que o campo
de inducao magnética produzido por qualquer uma delas atravesse as demais.

Para simplificar o raciocinio consideremos apenas dois indutores magneticamente aco-
plados. Um dos indutores serd conectado a uma fonte de tensao varidvel no tempo e sera
chamado de indutor primério. O segundo indutor serd conectado a uma “carga” (um resistor
ou qualquer outro dispositivo elétrico) e serd chamado de indutor secundério. A figura (Fig.
1.27) mostra a representacio de um transformador alimentado por uma fonte e conectado
a um “resistor de carga”.

+
Wo) ~> S R

Figura 1.27: Transformador conectado a uma fonte e a uma carga.

Hipéteses do transformador ideal:

1. Em um transformador ideal todas as linhas de campo de indugao magnética produzi-
das pelo indutor primério devem atravessar o indutor secundédrio. Em outras palavras,
o fluxo do campo de indugao magnética em cada espira do indutor primario deve ser
igual ao fluxo em cada espira do indutor secundério. Nao existe fluxo disperso.

2. A indutéancia do indutor primério deve ser suficientemente alta para que a reatancia
deste indutor seja praticamente infinita para a frequéncia de operagao da fonte. Nessa
condigao, amplitude da corrente primaria devido a essa reatancia, chamada de “cor-
rente de magnetizagao”, deve ser desprezivel.

3. As resisténcias elétricas dos fios dos indutores devem ser despreziveis.

As condigoes para se obter um transformador ideal podem ser obtidas com boa apro-
ximagao em um transformador real com a utilizagao de um ntcleo fechado de material
ferromagnético e muitas espiras de fio com baixa resisténcia. O ntcleo ferromagnético guia
as linhas de campo mantendo-as concentradas no seu interior com pouquissimas linhas de
campo fechando o circuito magnético pelo exterior do nicleo (pelo ar). Além disso, é comum
enrolar a bobina secundaria sobre a bobina primaéria para garantir que o fluxo por espira
tenha sempre o mesmo valor.

Observe que, se a fonte de tensao for senoidal com amplitude vy e frequéncia angular
w, a indutdncia do indutor priméario for L; e a resisténcia do fio do indutor for nula, a
amplitude da corrente de magnetizacao sera dada por

. Vo
tmag0 =
& wlq

e quanto maior for L; menor serd a amplitude dessa corrente.
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Consideremos agora que os indutores primario e secundério sejam bobinas de fios com
N; e Ny espiras respectivamente e chamemos de vy (t) e va(t) as tensoes nesses indutores
(Fig. 1.28).

ll(t) N1 Nz lz(t)
+ +

o o n0&S, R

Figura 1.28: Transformador conectado a uma fonte e a uma carga.

Sendo v1(t) a prépria tensdo da fonte, a lei de Faraday aplicada ao indutor primério diz
que
d¢p1
dt

Ul(t) = 7N1

onde ¢p1 é o fluxo por espira no indutor primario.

Pela hipétese do transformador ideal, o fluxo por espira no indutor secundario é igual
ao fluxo por espira no indutor primario, ¢po=¢p1. A lei de Faraday aplicada ao indutor
secundario diz que

vp(t) = AL VL A (—Ul(t)) S (t)

dt dt N, )T N
o N @ N
2 (%1 1
0= 2t . =L 1.47
)= Ful, LRy - (1.47

A fracdo N1/Ns é chamada de “relacdo de transformagao” ou relagdo de espiras. Quando
, ) L . e - . e .
Ny > N atensao no indutor secundario é maior que a tensao no indutor primario e dizemos
que o transformador é um elevador de tensdao. No caso oposto, No < N; dizemos que o
transformador é um abaixador de tensao.
A corrente elétrica, is, que atravessa o resistor de carga é dada pela lei de Ohm
b b

o = 2
ZQ(t) = R

de forma que o transformador entrega ao resistor uma poténcia
Py(t) = va(t) ia(t).

Como estamos supondo que o transformador é ideal, nao existe “perda’de energia
(produgédo de calor, som, etc.) no interior do transformador. Logo, a poténcia fornecida
pela fonte deve ser igual a poténcia entregue ao resistor

Pi(t) = Pa(t), sovi(t)in(t) = va(t) i2(t)

" il(t) = ig(t)
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in(t) = =2 s (t). (1.48)

Vemos, portanto, que a corrente no indutor priméario é diretamente proporcional a cor-
rente no indutor secundério. Essa corrente pode ser determinada de modo simples substi-
tuindo as expressoes para ia(t) e va(t)

_ Nawa(t) Ny Fuilt)

“()_N1 R N, R

() = (%)2 ull)

Observe que a corrente no indutor primério depende do valor da resisténcia conectada
ao indutor secundario.
A fonte “enxerga”uma resisténcia R’ = v1(t)/i1(t), ou seja

R = & 2R, 1.49
(%) (1.49)

ou

Por essa expressao podemos encarar o transformador também como um dispositivo que
transforma a resisténcia de carga em uma nova resisténcia. Observe que essa transformacao
é executada com o quadrado da relacao de espiras.

Duas observagoes importantes:

e No transformador ideal nés desprezamos a corrente de magnetizacao. Num transfor-
mador real essa corrente deve ser adicionada a corrente 77 devido ao resistor de carga
transformado para formar a corrente total no indutor primario.

e Asrelagoes de transformagao que mostramos para os valores instantaneos das tensoes e
das correntes também sao vélidas no regime permanente com excitagoes senoidais. As
mesmas relagoes valem para as amplitudes das tensoes e das correntes bem como seus
valores eficazes. Além disso, o resistor de carga pode ser, em geral, uma impedéancia
Z que também serd transformada em uma nova impedancia Z’ vista pela fonte de
tensao.

Exemplo 1

Um transformador com relagdo de espiras N1/No = 10 tem o indutor primério conectado
a rede de eletricidade doméstica (fonte) de 127 V(eficazes)/60 Hz e o indutor secunddrio
conectado a um resistor, R = 6,0€). Determinar as correntes eficazes no resistor e no
indutor primério. Determinar também o valor da resisténcia vista pela rede doméstica (a

fonte).
A relacao de espiras permite calcular a tensdo eficaz sobre o resistor
No 1
Vp = —vp=—127T=12,7V.
BTN T 10
A corrente eficaz no resistor vale
UR 12,7

iR= — = ~ 2,12 A,

R 6
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e a corrente eficaz no indutor primério (a mesma da fonte) é

No 1
p=—ip=—2,12=0,212 A.
F N1 iR 10 ) )
Portanto, a resisténcia vista pela fonte vale
(a 127
R =X = = 599 ~ 60092.
ip 0,212

Exemplo 2

Um exemplo de aplicagao importante do circuito RLC oscilante amortecido e transforma-
dor é o circuito de ignigdo dos motores dos automéveis baseados no ciclo Otto (motores a
explosdo que utilizam gasolina, etanol ou gas natural). Para proceder a queima da mistura
ar-combustivel comprimida na cidmara de combustao esses motores utilizam uma centelha
elétrica produzida na “vela de ignicao”. Para obter essa centelha é necesséario aplicar uma
d.d.p. muito elevada entre os dois eletrodos da vela que estao imersos na mistura compri-
mida, algo em torno de 18000 volts ou mais a depender do tipo de combustivel e da taxa
de compressao. O problema é como obter tal tensdo em um curto intervalo de tempo entre
duas queimas consecutivas do ciclo de combustao partindo da tensao continua da bateria
de 12 volts. Para um motor de “quatro tempos”que gire a 4000 RPM, como é usual, esse
intervalo de tempo é em torno de 0,03 s.

A solugao para esse tipo de problema é utilizar um circuito RLC em série, oscilante, em
que o indutor é o indutor priméario de um transformador elevador de tensao cujo secundario
estd conectado a vela de ignicao. A vela comporta-se como uma resisténcia infinita até o
momento da producgao da centelha quando a mistura gasosa torna-se ionizada. Vejamos os
detalhes desse circuito analisando a figura (Fig. 1.29).

N, N,

I Vela

| o +

C/H~ N\

T Interruptor

Figura 1.29: Sistema de igni¢ao de um motor de ciclo Otto..

O interruptor que se encontra em paralelo com o capacitor estd mecanicamente acoplado
ao eixo do motor de tal forma que a chave abre e fecha de modo sincronizado com o
movimento do pistao que comprime a mistura.

Iniciemos o raciocinio considerando que o capacitor encontra-se descarregado e o in-
terruptor fecha em ¢t = 0 s. Forma-se um circuito RL alimentado pela bateria com tensao
constante e igual a 12 volts. A corrente no circuito cresce de acordo com a funcao

i(t) = % (1 —e_th>.
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Os valores tipicos sao aproximadamente R = 6 e L = 18 mH. Com esses valores a
corrente se eleva e atinge 2 A em 15 ms permanecendo praticamente constante nesse valor,
armazenando energia magnética no indutor.

Quando o pistao chega proximo do maximo de compressao, o interruptor abre e o capa-
citor que estava descarregado forma um circuito RLC oscilante amortecido. O valor tipico
da capacitancia é em torno de 0,1 uF e a corrente (e a tensdo) oscila com uma frequéncia
de aproximadamente 3750 Hz. A tensao no indutor chega a alcangar perto de 800 volts e é
transformada para 18000 volts por uma relagdo de espiras N1 /Ny = 1/22,5. Essa tensao é
suficientemente alta para ionizar o gds comprimido e iniciar a centelha.
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Capitulo 2

A onda eletromagnética

Apresentaremos nesse capitulo uma das maiores descobertas cientificas do século IX que
revolucionou a forma de viver da maior parte da humanidade durante o século XX e ainda
revoluciona no século XXI, a onda eletromagnética prevista por James Clerk Maxwell.

2.1 Forma integral das equacoes de Maxwell

As leis bésicas da eletricidade e do magnetismo que representam as propriedades do campo
elétrico e do campo de indugao magnética conhecidas até o século XVIII podem ser sinte-
tizadas em quatro equacgoes:

1. Lei de Gauss para o vetor do campo eletrostdtico E

j{E~ds:i
S €0

onde g é a carga elétrica interior a superficie fechada S. Essa lei representa o fato das
“linhas de for¢ca”do campo eletrostatico serem linhas abertas com origem na carga e
que o moédulo do vetor E produzido pela carga elementar decresce com o quadrado
da distancia.

2. Lei de Gauss para o vetor do campo de inducao magnética B

?{B~ds:0
S

que representa o fato da nao existéncia da carga magnética (monopolo magnético) e
que as linhas de forca do campo sao linhas fechadas.

%B-dlzuoi, i:/J-ds
C S

onde a corrente elétrica ¢ penetra ou “fura”’ qualquer superficie S apoiada no caminho
fechado de integracao C. Essa lei representa o fato da corrente elétrica ser a fonte do
campo de inducao magnética.

3. Lei de Ampére

47
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%Ewﬂ:fi/B-ds.
c dt Jg

Essa lei representa o fato do campo elétrico poder ser produzido por uma variagao do
fluxo do campo de indugao magnética. Esse campo tem natureza diferente do campo
eletrostatico por ser um campo de linhas de forca fechadas, sendo chamado de campo
elétrico induzido.

4. Lei de Faraday

A lei de Ampére, conforme apresentada, s6 tem validade nas situagoes estacionarias, ou
seja, situacoes onde nao exista interrupgao na corrente elétrica ao longo do circuito com o
consequente acumulo de cargas elétricas em alguma regiao do espago. Isso resulta do fato
de que as investigagoes experimentais que deram origem a essa lei terem sido efetuadas em
uma época em que as fontes de tensao em um circuito eram pilhas voltaicas e os circuitos
tinham natureza resistiva. Nesses circuitos a corrente elétrica era praticamente constante
no tempo e nao havia acimulo de cargas em nenhum ponto ao longo do circuito.

A introducao de um capacitor em um circuito originalmente resistivo produz uma cor-
rente varidvel no tempo em um circuito com uma fonte de tensao constante. As cargas
elétricas acumulam-se nas placas do capacitor durante o processo de carga e a corrente
elétrica anula-se no espago vazio entre as placas.

Consideremos o circuito RC simples, em regime de carga, mostrado na figura (Fig. 2.1)
e um caminho de integragao C ao redor do fio.

chave i(9)

Figura 2.1: Lei de Ampére em um circuito RC'..

A aplicacao da lei de Ampére em um caminho C' ao redor do fio resulta em

7{B-d1:u0i
C

onde a corrente ¢ é a corrente que fura a superficie S apoiada no caminho. Contudo, se
considerarmos a superficie S’ em forma de saco que passa entre as placas do capacitor nao
havera corrente que a perfure. Portanto, deveriamos obter um resultado nulo para a lei de
Ampére, ou seja, uma contradicao!

Para corrigir essa lei Maxwell propos a inclusao de uma parcela aditiva a corrente ¢
denominada de ip que recebeu o nome histérico de “corrente de deslocamento” (tradugao
de “displacement current”).

]{ B-dl=pu(i+ip).
C
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Para manter a validade da lei foi imposto que a parcela ip s6 deveria existir entre as
placas do capacitor e que deveria ser numericamente igual a corrente ¢ que chega a placa.
Sabemos que entre as placas existe campo elétrico e que no interior dos fios ideais este
campo nao existe. Entao, a corrente de deslocamento deve estar relacionada ao campo
elétrico.

O campo elétrico entre as placas de um capacitor esté relacionado a densidade superficial
de cargas elétricas, o = ¢/A, na placa sendo ¢ a carga acumulada e A a drea da placa.

ag
EF=—.
€0

Durante o processo de carga do capacitor o campo elétrico encontra-se variando no
tempo em fungao da variagao temporal da carga

dE_ld_a_li(q)_ 1 dq

At g dt  egdt \A)  goAdt
dg  dE d  don
s A T eog (BA) =0y

onde ¢ € o fluxo do campo elétrico na area A.

Contudo, a taxa de variagdao no tempo da carga elétrica acumulada na placa é igual a
taxa de variacao no tempo da carga elétrica que chega a placa, ou seja, a prépria corrente
elétrica . Portanto, se definirmos a corrente de deslocamento ip como

1 € o5
D =€
dt
teremos satisfeitas as imposicoes para a definicao dessa parcela.
A lei de Ampére generalizada fica

% B-dlzuo(i—i-ffod:;%). (2.1)
C

Com essa correcao, as quatro equagoes integrais que mencionamos sao conhecidas como
as equagoes de Maxwell na forma integral

fﬂ@:i (2.2)
S €0

%B-ds:o (2.3)
s

%B'dlzuo(i—f—Eoi/E-dS) (24)
c dt Js

d
E-dl=—— B - ds. 2.5
fc i (2.5)

Essas equagoes relacionam os campos e suas fontes quer elas sejam estaticas ou varidveis
no tempo. Nas duas ultimas equagoes podemos perceber um fato interessante, a criagao de
um campo induzido devido a variagao no tempo do fluxo do outro campo. Isso sendo vélido
para os dois campos. Pode-se perguntar se os campos podem se auto-sustentar por esse
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processo, ou seja, a variagdo de um campo produzir o outro cuja variacao volte a produzir
o anterior e assim por diante. Essa é uma pergunta intrigante porque, mesmo que esse
processo seja possivel, resta ainda uma outra questao: como o processo iniciou? que campo
“nasceu” primeiro?

Podemos argumentar que o campo elétrico estatico foi produzido por uma carga elétrica e
que um agente externo balangou essa carga criando, simultaneamente, uma corrente elétrica
e um campo elétrico varidveis no tempo. Isso daria partida ao processo e a partir desse
ponto os campos se perpetuariam no espaco vazio.

Para verificar essa possibilidade de perpetuagao dos campos é necessario transformar
as equacoes da forma integral para a forma diferencial. Isso pode ser feito com o auxilio
dos operadores diferenciais e seus teoremas associados. Relembremos esses operadores em
coordenadas cartesianas.

2.2 Operadores diferenciais

Denominamos de operador um ente matematico que age em uma funcao transformando-a
em uma outra funcdo. A funcdo pode ser uma funcao escalar ou uma funcao vetorial.

2.2.1 Operador gradiente

Esse operador é definido sobre uma fungao escalar da posicao transformando-a em uma
funcao vetorial da posigao.

Seja ¢(x,y, z) uma fungédo escalar da posi¢ao, ou seja, uma fungao que associa um nimero
a cada posigao do espago, Exemplos de fungoes escalares sao a fungao temperatura em um
ponto do espago, a fungao intensidade sonora ou luminosa em cada ponto de um ambiente,
a densidade dos sdlidos no interior da Terra, a pressao da atmosfera na troposfera, etc.

O vetor gradiente de ¢, representado por grad ¢(z,y, z), é definido como um vetor cujas
coordenadas sao as derivadas parciais de ¢ com real¢ao a x, y e z respectivamente.

a.]?, yZ)% 837, yZ2 ) 8,]77 J2) -~
grad ¢(z,y, z) = d)(ag:y )i | ¢(ayy )J+ <Z>(azy )i

(2.6)

Por exemplo, determinemos o gradiente do potencial eletrostatico produzido por uma
carga pontual g colocada na origem de um sistema de referéncia. Sabemos que o potencial
é expresso por

1
Viz,y,2) = K-, K=-1 , r=/22+y2+ 22
T

a 47‘(’50

Calculando a derivada parcial com relagao a x fica

8_V x 6(332 +y2 _’_22)*%
ox Ox
ov _3
% — —Kx(x2+y2+22) 2
De modo semelhante, as outras derivadas sao
oV

_3
a—yz—Ky(x2+y2+22) 2



Oscilagées Elétricas, Onda Eletromagnética, (jptica Fisica e Fisica Moderna 51

ov
0z

O vetor gradiente serd entao

_3
= -—Kz(z?+y>+2%) 2.

_3 A~ ~ ~
gradV = —K (2* + y* + %) 2 (2i + yj + zk)

O valor do vetor gradiente serd obtido substituindo-se os valores de x, y e z correspon-
dentes ao ponto onde se quer determinar o gradiente.
Observe nesse exemplo que podemos reescrever o gradiente em fungao da varidvel r

gradV = —K — = —K — = —E
T T

onde E é o vetor do campo eletrostatico produzido pela carga. Essa relacao é importante,
pois permite obter o campo a partir do potencial eletrostético.

Mostremos o significado fisico do vetor gradiente. Para isso, facamos um deslocamento
arbitrdrio de um ponto P(z,y, z) do espaco para uma nova posicao P’ (z+Ax, y+Ay, z+Az).
A funcao escalar sofrerd uma variacao dada por

0¢p 0¢

_9¢
A¢ = &EA:ch ayAer 6ZAz+....

No limite em que os acréscimos das variaveis sao muito pequenos, o vetor deslocamento
Al tendera a dl

Al = Azi+ Ayj + Azk —» dl = dzi + dyj + dzk.
E o acréscimo infinitesimal da fungao serd

_ 9%, .99, .9
dop = 8:cdx+8ydy+azdz'

Da defini¢ao do vetor gradiente, equagéo (2.6), e do deslocamento dl podemos escrever
dp =grad ¢ - dl

ou
d¢ = |grad ¢| |dl| cosé

onde 6 é o angulo formado entre o deslocamento dl e o vetor grad ¢.

O deslocamento pode ser feito em qualquer diregao e o acréscimo d¢ da fungao depende
dessa diregao. Se escolhermos a direcao e sentido do deslocamento na mesma diregao e
sentido do vetor gradiente teremos cosf = 1 e a maxima variacao possivel para o acréscimo
da fungao. Chegamos a duas conclusoes importantes: o gradiente indica a direcao e sentido
que devemos nos deslocar para obter a maxima variagao da fungao e o médulo do gradiente
é igual a derivada direcional maxima.

d
ol [2]
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2.2.2 O operador divergente

Esse operador é definido sobre uma funcao vetorial da posicao transformando-a em uma
funcao escalar da posicao.

Seja F(z,y,z) uma fungdo vetorial da posigdo, ou seja, uma fungdo que associa um
vetor a cada posi¢ao do espago. Exemplos de fungoes vetoriais sao o campo de aceleracao
gravitacional, o campo elétrico, o campo de velocidade da dgua em um rio etc.

Tomemos um ponto do espaco imerso no campo vetorial F(z,y, z), uma superficie fe-
chada S ao redor desse ponto e calculemos o fluxo de F(z,y, z) por essa superficie. Esse
fluxo pode ser positivo se houver linhas de campo nascendo no interior da superficie, nega-
tivo se houver linhas morrendo no interior ou zero se a quantidade de linhas que nascem for
igual a quantidade de linhas que morrem. Facamos agora a razao entre o fluxo e o volume
interior a superficie & medida que superficie contrai ao redor do ponto.

O divergente de F(z,y, z) é definido como o limite dessa razao quando o volume tende
a zero, se este limite existir.

F - d
divF(z,y,z) = éimo M
—

Exemplo: Considere uma distribuicao volumétrica de cargas elétricas com densidade
p(x,y,z) = dq/dv. Determinemos o divergente do campo eletrostdtico em um ponto no
interior dessa distribuicao.

Tomemos um ponto P(zg, Yo, 20) no interior da distribuigdo e uma pequena superficie
fechada S ao redor desse ponto (Fig. 2.2). No interior dessa superficie existirdo cargas
elétricas que podem ser calculadas por

q=/ p(x,y,z)dv.
1%

Se a superficie for suficientemente pequena, a densidade de cargas sera essencialmente cons-

Distribuigdo de cargas
j S

Figura 2.2: Um ponto no interior de uma distribuicao volumétrica de cargas.

P(xp, ¥, 2,)

tante dentro do volume de integragéo e a carga poderd ser calculada por ¢ = p(zo,yo, 20)V.
A lei de Gauss diz que o fluxo do campo eletrostatico por uma superficie fechada qualquer
é igual & q/eg. Portanto

.S = lim 7 (350 Yo, 20)V
b t = lim =5 —— lim &2 = 1 PZo; Yo, Z0) V.
1V (JL‘, 72') V1_>0 Vv Vl oV VlmO v

€0
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Como o ponto P pode ser qualquer ponto no interior da distribuicao teremos

p(x,y,z)

divE(z,y,z) =
€0

(2.7)
Essa expressao também é valida para pontos fora da distribuicao uma vez que a densidade
de cargas é nula nestes pontos.

O divergente de um campo vetorial mede a “quantidade”de linhas de campo que nas-
cem ou morrem no ponto. No caso do campo eletrostatico esse divergente é diretamente
proporcional a densidade de cargas elétricas.

A definigao geométrica do divergente como o limite da razao entre o fluxo e o volume nao
é pratica para avaliar o valor do divergente em todos os pontos, pois, teriamos que repetir
essa operacao em todos os pontos do espaco. Uma definicao analitica equivalente se presta
melhor nesse caso. Calculando o fluxo e o volume em uma superficie infinitesimal ciibica
genérica é possivel mostrar que o divergente de um campo vetorial F = F,i + ij + F.k
vale
JF, L % L 8F2.
Ox Jy 0z

Por essa expressao podemos ver facilmente que um campo constante tem divergéncia
nula.

divF =

(2.8)

Exemplo:

Determinar o divergente do campo vetorial F' = 221 + Oj + Ok.
A tnica derivada nao nula é

oF,
=2.
ox
Portanto,
divF =2
Exemplo:

Determinar o divergente do campo vetorial r = zi+ yj + 2k (vetor posigao).
Temos que

Ory Ory Or,

or Oy 0z

Portanto,
divr=14+14+1=3

Um teorema importante chamado de “Teorema de Gauss”ou “Teorema da Divergéncia”
permite transformar uma integral de superficie fechada em uma integral de volume. Esse

teorema afirma que
7{ F.ds= / divF dv. (2.9)
s v

Se aplicarmos esse teorema a lei de Gauss para o campo eletrostético

7{E-ds:i7 q:/pdv
s €0 1%
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teremos

1
/divEdv:—/pdv: 2 .
1% €o Jv v €0

Como essa igualdade tem que ser valida para qualquer volume teremos que ter,

divE =2
€0

que é o mesmo resultado encontrado anteriormente.

2.2.3 O operador Rotacional

Esse operador é definido sobre uma funcao vetorial da posicao transformando-a em uma
outra funcao vetorial da posigao.

Seja F(x,y, z) uma funcdo vetorial da posigao.

Tomemos um ponto do espaco imerso no campo vetorial F(z,y, z), uma superficie fe-
chada S ao redor desse ponto e calculemos a integral

}{ﬁdes
s

onde n é a normal externa a superficie S.

Observe que o produto vetorial nessa integral produz um vetor tangente a superficie em
todos os pontos onde estd sendo feita a integragao.

Fagamos agora a razao entre essa integral e o volume interior a superficie a medida que
superficie contrai ao redor do ponto.

O rotacional de F(x,y, z) é definido como o limite dessa razao quando o volume tende
a zero, se este limite existir.

. $snxFds
rotF(z,y,z) = ‘;1210 A
Do mesmo modo que no caso do divergente, essa definicao nao é pratica para avaliar
o rotacional em qualquer ponto do espago e uma definicdo analitica é mais interessante.
Pode-se mostrar que o rotacional de um campo vetorial F pode ser expresso pela defini¢ao
equivalente

_ (OF. OF,\;: 0F, OF,\: OF, OF;)\ ¢
rOtF<8y 82>1+<6z 6x>'l+<6x 6y>k. (2.10)

Exemplo:

Determinemos o rotacional do campo eletrostatico produzido por uma carga pontual ¢
colocada na origem de um sistema de referéncia.
Sabemos que esse campo é radial e dado por

N . f{
E-rgl g HrTutz K=_4

e (x/:c2+y2+z2)3, ~ dmeg’
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x Y z

E,=K - EB,=K - E.=K -
( /x2 +y2+22> ( /$2+y2+2§2> ( /x2+y2+22)

Calculemos as coordenadas do rotacional iniciando com

_ (O0E. OE,
(rotE), = ( oy 0 >

Temos
E. _5 _s
aé)—y:KZ <g> (2 +y*+2°%) 2(2y) = 3K zy(2® +y* +27) 2
E -5 -3
3@; =Ky (;) (2 +9y°+2%) 2(22) = 3Kyz(2®+y° +2°) °.

Subtraindo essas derivadas obtemos

_ (OE. OE,\
(rotE), = ( oy 0 ) = 0.

O mesmo ocorre com as outras coordenadas do rotacional. Portanto,
rotE = 0.

Ou seja, o campo eletrostatico de uma carga pontual é irrotacional. Esse mesmo resultado
pode ser generalizado para qualquer campo radial, independente de como o campo dependa
da distancia r.

Um teorema importante relaciona uma integral de caminho fechado com uma integral
de superficie apoiada nesse caminho, o teorema do rotacional ou o teorema de Stokes. Esse
teorema afirma que a integral de caminho fechado de um campo vetorial é igual ao fluxo
do rotacional desse campo vetorial por qualquer superficie aberta apoiada nesse caminho.

j{F-dlz/rotF-ds7 (2.11)
c s

sendo que o sentido do caminho de integragao e a normal a superficie obedecem a regra da
mao direita.

Esse teorema ajuda a compreender o significado do rotacional de um campo vetorial.

Quando a integral de caminho fechado é diferente de zero, ou seja, quando o campo nao
é conservativo, esse campo deve necessariamente ter um rotacional diferente de zero. Por
outro lado, se o campo é conservativo o rotacional desse campo deve ser nulo.

Muitos campos conhecidos possuem rotacional diferente de zero, o campo de velocidade
do escoamento da dgua em movimento espiralado em um ralo de uma pia, o campo de
escoamento turbilhonado do ar ou da dgua, o campo elétrico induzido de acordo com a lei
de Faraday, o campo de indugao magnética, etc.

2.2.4 Operadores diferenciais compostos

A aplicacao sucessiva dos operadores gradiente, divergente e rotacional, quando possivel,
leva a um novo operador diferencial. Por exemplo, um operador muito importante pode
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ser obtido pela aplicagao do divergente sobre o gradiente de uma fungao escalar, conhecido

como o laplaceano da funcao escalar ou operador de Laplace.

00(z,y,2); 0¢(x,y,2z): Od(x,y,2),
¢(y)+¢(y)J+¢(y)k

i

Ox Jy 0z

div [grad ¢(z,y, z)] = div

‘ 0? 9? 9?
div [grad ¢(z,y, z)] = a—mi) 0—;5 + 8—2(5 (2.12)

Esse operador, quando aplicado ao potencial eletrostatico resulta em

div [grad V (z,y, 2)] = div (~E) = _Eﬁ,
0

L0V 0V V)

) -, 2.13
Ox? + oy? + 0722 €0 (2.13)
conhecida como equagao de Poisson.
Quando a densidade de cargas é nula (espago vazio) essa equacdo reduz-se a
o’V 0%V 9*V
=0, (2.14)

Ox? + 0y? + 072

conhecida como equacao de Laplace.

Essas duas equagoes tem um papel importante na Fisica e nas Engenharias pois, é muito
mais simples determinar primeiro a fungao potencial pela resolucao dessas equagoes e, em
seguida, calcular o campo pelo gradiente do que o cédlculo direto do campo a partir das
fontes.

Pode-se ainda definir o laplaceano de um campo vetorial F a partir do laplaceano escalar.
Esse vetor é definido como um vetor em que suas coordenadas sejam os laplaceanos escalares
das coordenadas de F.

Laplaceano de F = div [grad F,] i+ div [grad F,] j + div [grad F.] k. (2.15)

Uma identidade util pode ser obtida pela aplicagao sucessiva do operador rotacional de
um campo vetorial F

rotrot F = grad div F — laplaceano de F. (2.16)

Essa identidade pode ser verificada pelo desenvolvimento dos dois lados da equacgao e pos-
terior comparacgao.

2.2.5 O operador Nabla ou Del

Os operadores diferenciais que apresentamos podem ser convenientemente representados
pela utilizagao de um operador simbolizado por V

V()= <8%i+a%j+%f<>()

com as seguintes propriedades de definicao:
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1. Quando aplicado em uma fungao escalar como produto simples resulta em

V(6. 2) = (it peit k) oleys) = (G4 51+ G0K) — grads

2. Quando aplicado em uma fungao vetorial segundo a regra do produto escalar resulta

em
g, 0, 0 - oF, O0F, OF.
. F — ) . i k ~F — x —y z _ d F
VPl ) = (g i+ gt oK) Flos) = G G G = divF (e
3. Quando aplicado em uma fungao vetorial segundo a regra do produto vetorial resulta
em
g, 0d0,; 0
VX(F(Z‘,y,Z)>:<8 +5_y +6_k>XF($,y,Z>

_ (9F. OF, i oF, OF. i oF, 0k R—rotF(x z)
RN 0. 0w )7\ 0w "oy ) v

O laplaceano de uma funcao escalar ¢ pode ser escrito em termos do operador nabla:

divgrad ¢ =V - V¢ = V2o

2 2 2 2 2 2
V2¢<%+§7 0 )¢a¢ gf*ng (2.17)
O laplaceano vetorial também pode ser escrito em termos do operador nabla:
V?F = (V2E,)i+ (VE,)j+ (V2E) k. (2.18)
A identidade (2.16) fica escrita como
rotrot F = grad div F — V*F. (2.19)

2.3 Forma diferencial das equacoes de Maxwell

Estamos, agora, em condigoes de transformar as equagoes de Maxwell da forma integral
b b
para a forma diferencial utilizando os operadores diferenciais e seus respectivos teoremas.
J& mostramos a partir da lei de Gauss para E que

divE =2 (2.20)
€0

De modo semelhante, da lei de Gauss para B teremos
divB = 0. (2.21)

Transformemos a lei de Faraday

}{E-dlz—i/B-ds,
c dt Js
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observando que a variagao temporal do fluxo do campo B pode ter muitas causas. Pode
ser que B esteja variando no tempo, pode ser que a direcao de B com relagao a normal a
superficie esteja variando no tempo ou pode ser que a superficie esteja se deformando com
o passar do tempo. Consideremos apenas as situagoes em que a geometria seja fixa, ou seja,
consideremos que apenas B esteja variando no tempo. Nesse caso, a derivada total pode
entrar na integral como derivada parcial agindo apenas sobre B.

}{E-dlz— a—B-cls.

Aplicando o teorema do rotacional a integral da esquerda fica

oB
rotE-ds:/ —)— - ds.
/A (%

Como essa igualdade deve ser valida para qualquer superficie, deveremos ter que

B
rot E = —%—t. (2.22)

Essa ¢é a forma diferencial da lei de Faraday.

Em outras palavras, a variagao no tempo do campo de indugao magnética é a causa da
existéncia de um campo elétrico que possui rotacional (campo induzido).

Vejamos agora a transformacao da lei de Ampére generalizada:

j{B~dluo<i+5oi/E~ds>.
c dt Jg

Lembrando que a corrente ¢ pode ser escrita como o fluxo do vetor densidade de corrente
J, podemos reescrever a lei como

%B~dlu0</J~ds+€oi/E~ds).
c s dt Jg

Se considerarmos que a variagao do fluxo do campo elétrico é devida apenas a variagao
do campo elétrico no tempo (geometria fixa) podemos entrar com a derivada na integral,
como derivada parcial agindo apenas em E

}{B-dlzuo(/J-ds—&—Eo/a—E-ds).
c s s Ot

Agrupando as integrais de superficie em uma tunica integral e utilizando o teorema de
Stokes na integral da esquerda fica

E
/ rotB - ds = / (,uOJ + ,uoeoa—) - ds.

Como essa igualdade deve ser verdadeira para qualquer superficie S, devemos ter

OE
rotB = pod + MOEOE (2.23)

que ¢é a forma diferencial da lei de Ampére.
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Essa equacao evidencia que o rotacional do campo induzido B tem como causa a den-
sidade de corrente J e a variagdo do campo elétrico no tempo OE/0t.

As quatro equacoes fundamentais da eletricidade e do magnetismo podem ser resumidas
como:

1.
divE ="
€0
2.
divB =0
> OE
rotB = [1,0.] + M()EOE
+ OB
tE=—.
ro T

2.4 A equagao diferencial de onda no vacuo

Uma situac@o particularmente interessante é o caso do vécuo (auséncia de matéria) onde
nao existe densidade de carga nem densidade de corrente. Nesse caso particular as equagoes
de Maxwell tomam a forma

1.
divE =0 (2.24)
2.
divB =0 (2.25)
3. OF
rotB = Hogo 5 (2.26)
4. 5B
tE=———. 2.27
ro 5 (2.27)

Nessa situagao as equagoes sao simétricas, a menos de constantes. A existéncia de um
dos vetores do campo é condicionada a existéncia do outro vetor do campo. Mostremos,
agora, que é possivel a auto-sustentacao dos campos. Para isso, tomemos o rotacional do
rotacional do campo elétrico de acordo com a equacao (2.16).

rotrot E = grad divE — V°E.

Mas, de acordo com as equagoes (2.27) e (2.24) fica

rot (—%—]?) = —V?E.
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Permutemos a ordem de diferenciacao entre o rotacional e a derivada temporal, isso é
possivel uma vez que o rotacional é composto por derivadas espaciais.

(_ Orot B

_ _ 72
) g

Substituindo a equagao (2.26) fica

9 OB\ o,
o <N050§) =—-V°E

ou
2

0
’E = ~ . 2.2
\Y% HOZ0 5 (2.28)

Se tivéssemos calculado o rot rot B, procedendo do mesmo modo, encontrariamos

2
V2B = poc0——- (2.29)
ot?
Essas duas equagoes vetoriais idénticas sao compostas, cada uma, por trés equagoes
escalares para as coordenadas do respectivo vetor

0’E
2 o T
Vv El = ,U/OEQW
0’E
20 _ y
V*E, = pogo 52
0’E
V?E. = poco—5
Moo 12
e 52
B
2 . xT
V“B, = poco 52
0’B
2p _ y
V*By = pogo 92
0’B
2 - z
\V4 Bz = HOEOW.
Essas equagoes sao da forma geral
1 02%¢ 1
24 _ -
Vo= moE g e

que é a equacao diferencial de uma onda nas varidveis x, y, z e t que propaga com uma
velocidade v. Compare com as equagoes diferenciais unidimensionais, ao longo do eixo ox
por exemplo, da onda sonora (onda longitudinal de presséo, P, no ar) ou da onda na corda
(onda de deslocamento transversal, h) que sdo do mesmo tipo.

0’P i@QP

ox2 2 o2
ou

9%h 1 0%h

a2 w2 o2
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A fnica diferenga é que agora estamos lidando com uma onda que propaga no espago
tridimensional e no tempo.

Por comparacao com essas equagoes diferenciais para as ondas mecanicas vemos que a
velocidade de propagacao vale

1
V= —
VEOHO
que denominaremos de c.
1 1

~ 2,99 x 10® m/s.

C = =
VEoo /8,85 x 10712 x 47 x 107

Observe que esse valor de velocidade depende das propriedades elétricas e magnéticas do
vacuo. Quando Maxwell previu esse comportamento no século XIX, foi muito dificil, para
as pessoas daquela época, aceitar a possibilidade de existir um comportamento ondulatério
de alguma coisa no vicuo, uma vez que as pessoas sé estavam acostumadas com ondas
mecanicas nos meios materiais. Essa duvida perdurou por quase um século para muitos
cientistas e chegou-se aventar a possibilidade da existéncia de um meio material invisivel
e intangivel denominado de “Eter”. A ideia do Eter ¢ muito antiga, ja fazia parte da
cosmologia de Aristoteles na Grécia antiga e perdurou ao longo dos séculos. Contudo,
todas as experiéncias que foram até hoje realizadas para a detecgao de tal meio falharam.
Nao existe nenhuma evidéncia experimental da existéncia desse meio.

Esse tipo de equacao diferencial de onda possui uma infinidade de solugées. Qualquer
funcao “bem comportada”, da varidvel (p — ct), onde p é uma varidvel espacial na diregao
de propagacao da onda, derivavel até pelo menos segunda ordem no espago e no tempo,
satisfaz essa equagao de onda.

2.5 A solucgao onda plana no vacuo

Estudaremos uma solugao simples, muito importante, conhecida como onda plana harmoni-
ca. A importancia dessa solugao consiste no fato de podermos utiliza-la para construir
outras solucoes, mais complexas e mais proximas da realidade, via superposicao de diversas
componentes discretas ou mesmo continuas.

Uma onda plana é definida como uma onda em que a perturbacao (grandeza que ondula)
é constante sobre um plano perpendicular a direcao de propagacao em cada instante de
tempo. Por exemplo, se uma onda de campo elétrico propaga ao longo do eixo ox, o vetor
do campo elétrico é constante sobre o plano yz em cada instante de tempo. Em outras
palavras, para um dado instante de tempo o vetor do campo elétrico nao depende das
varidveis y e z sobre o plano yz. Contudo, nada impede que esse vetor assuma um outro
valor em um plano paralelo ao plano anterior no mesmo instante de tempo ou que assuma
um outro valor sobre o mesmo plano em um outro instante de tempo.

Relembremos a equacao de um plano cuja normal seja o versor K. Tomemos um sistema
de referéncia cartesiano e um plano m que, de maneira geral, intercepte os eixos desse sistema
e localizemos um ponto P(z,y, z) qualquer do plano pelo vetor posicao r (Fig. 2.3).

Todos os pontos do plano tem uma coisa em comum, a projecao do vetor posicao do
ponto ao longo da direcao da normal ao plano tem o mesmo valor, ou seja, é uma constante.

(Projr)g = K- r=C, C' = constante.
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P(x,y,z)

N>

Figura 2.3: Localizagdo de um ponto genérico no plano 7 (visto de corte) através do vetor
posicao r.

Em outras palavras, os pontos do plano sao aqueles em que essa equagao é obedecida.
Se definirmos um vetor K = KK nao unitario, a equagao do plano pode ser reescrita como
K

= c’, C’ = constante

ou
K- r=KC =C, C = constante.

Mostremos que uma onda harmoénica do vetor do campo elétrico dada pela equagao
vetorial

E =Egsen(K-r—wt), E( = vetor constante e w = constante

satisfaz a definicao de onda plana. Para isso tomemos um instante de tempo fixo tal que w t=
constante e procuremos determinar sob que condigao o vetor do campo elétrico permanece
constante. Teremos

E = Eg sen(K - r — cte) = cte’.

Como a amplitude vetorial Eg é uma constante deveremos ter que a funcao senoidal seja
uma constante. Porém, isso sé ocorrera se o argumento da funcao senoidal for constante,
ou seja,

(K -1 — cte) = cte”

logo,
(K- r) = cte” + cte = cte’”.

que é justamente a equagao de um plano perpendicular a direcao de K. Observe ainda que
o vetor do campo elétrico s6 se altera se passarmos desse plano a um outro plano paralelo.
Portanto, K esta na direcao de propagacao da onda.

Verifiquemos, agora, que essa onda, de fato, satisfaz a equacao diferencial de onda. Para
isso, observemos que qualquer coordenada E,, E, ou E. satisfaz a equacao diferencial de
onda no vécuo. )

Vi = ig ¢
c? o2
Tomemos E,, por exemplo
E, = Ep; sen(K-r—wt)

e reescrevamos o produto escalar notando que K = K, i+ Kyj + K, k

K-r:(Kxi—i—Kyj—l—KzlA{)-(xi—i—yj—i—zf{):Kxac—i—Kyy—i—Kzz.
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Fica
E, = Ey,; sen(Kyx + Kyy + K,z — wt).
Calculemos V2E,
V2E, = Fo,V?[sen(K,z + K,y + K,z — wt)]
02 0? 02
gy T 92 + E) [sen(Kyz+ Kyy + K.z —wt)]
VPE, = —Eo. (K2 + K + K2) sen(Kyx + Kyy + K.2 — wt) = —K*E,

V2E, = Eo, (

Calculemos, agora a segunda derivada com relagao ao tempo
62
a2

Substituindo na equagao diferencial fica

E, = —w?Ey, sen(Kyr + Kyy + K,z —wt) = —W2E,.

1
~K’E, = —(-w’E,)

ou, tomando a raiz positiva,
w=Ke.

Essa é a inica condi¢ao para que a funcao seja solucao da equacao de onda. Esse resultado
se aplica a qualquer coordenada do campo elétrico ou do campo de indugao magnética.

2.5.1 Comprimento e onda e frequéncia

A funcdo que descreve a onda plana harmonica é uma funcao periédica no espacgo e no
tempo. Quando tiramos uma “foto”de uma onda, paralisamos a varidvel tempo (fazemos
t = cte.) e representamos a fungido apenas como fungao do espago.

Por outro lado, quando observamos o valor do campo em um ponto fixo do espago,
fazemos r = cte e representamos a funcao apenas como fungao do tempo. Neste caso,
costumamos definir o periodo temporal T como o minimo intervalo de tempo para que a
funcao repita seu valor, ou seja,

flete,t +T) = f(cte,t).
Tomando uma coordenada do campo elétrico, E, por exemplo, teremos
E.(cte,t +T) = E,(cte,t)

ou
Ey, sen(cte —w (t + T)) = Ep, sen(cte — wt).
veja a figura (Fig. 2.4).
Como, sen(—0) = — sen(d,) fica

—sen(w (t+ T) — cte) = — sen(wt — cte).
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I \/ o
o S

Figura 2.4: Periodo temporal em uma onda.

Logo,
w(t+T)—cte=wt—cte + 27
27 , .
Sw = T = 27 f rad/s, é a frequéncia angular.

Consideremos, agora, que o tempo foi paralisado (uma foto). A fungéo dependerd apenas
da variavel espacial K - r. Nessa situagao, definimos o periodo espacial, ou comprimento de
onda A, como a distancia, ao longo da direcao de propagagao, em que a fungao repete seu

valor (Fig. 2.5).

-El}x 1
Figura 2.5: Periodo espacial em uma onda.

Ou seja,
E (K -1+ cte) = E,(K - r,cte)

ou
Eoz sen[K (K -t + \) — cte] = Eg, sen(KK - — cte).

Isso ocorre quando o argumento do seno varia de 27

K(K-r+)\) —cte=KK -r — cte + 2

2
oK\ =27, K= TW rad/m

O vetor K é chamado de vetor de onda e seu médulo K é chamado de niimero de ondas
(nome histdrico relacionado & quantidade de comprimentos de ondas que cabem em uma

unidade de comprimento).
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2.5.2 Relagoes entre os vetores E, B e K

Inicialmente, poderia-se pensar na possibilidade do vetor do campo elétrico E estar defasado
do vetor do campo de indugao magnética B. Isso nao altera o fato de ambos satisfazerem a
equagao diferencial de onda, pois, uma constante adicionada ao argumento da funcao nao
contribui em nada nas operagoes de derivacao. Contudo, os dois vetores estao relacionados
pela lei de Ampére e pela lei de Faraday que ligam a derivada espacial de um vetor com
a derivada temporal do outro vetor. Isso faz com que nao seja possivel haver diferenca de
fase entre os vetores, pois, se houvesse, essas equagoes nao seriam satisfeitas, nao é possivel
igualar uma funcao senoidal a outra funcao senoidal defasada para todos os valores dos
argumentos das fungoes.

Portanto, a primeira conclusao é que os dois vetores possuem a mesma fase.

Tomemos a equacao do divergente para ambos os vetores, divE = divB = 0.

0B, OE, OF,
+ =2+ =

divE =
w or dy 0z

0

0 0
divE = EOxa— sen(Kyz + Kyy+ K.z —wt) + Eoyé)_ sen(Kyz + Kyy + K.z — wt)
z Y

+EOZ§ sen(Kyor + Kyy+ K,z —wt) =0
z

divE = [Egz Ky + Eoy Ky + Eo. K] cos (Kpz + Kyy + K,z —wt) =0

ou
Ey-K=0.

Ou seja, o vetor do campo elétrico é perpendicular ao vetor de propagagao. De modo
analogo, o vetor inducao magnética também é perpendicular ao vetor de propagagao. Con-
tudo, ainda nao podemos concluir nada a respeito da direcao entre E e B além do fato de
ambos serem coplanares no plano perpendicular a diregao de propagacao. Isso caracteriza
o carater transversal da oscilagao. As direcoes de vibragao dos vetores dos campos sao per-
pendiculares a direcao de propagacgao. Portanto, a onda eletromagnética no vacuo é uma
onda transversal.
Tomemos, agora, a lei de Faraday

0B
tE=——
ro 815

e fagamos o calculo do rotacional por componentes, iniciando com a coordenada x

op. _op,
Jy 0z

[rotE|, = = (Eo, Ky — EoyK,) cos (Kpzx + Kyy + K.z —wt).

De modo andlogo teremos para as outras coordenadas

E, E.,
[rot E]y = a@z - aé)a: = (Eoe K. — Eg,K;)cos (Kyo + Kyy+ K.z —wt),

OFE OF
g = & Zhe
[rot E], o a9y

= (Eoy Ky — Eop Ky) cos (Ko + Kyy + K.z —wt).
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Portanto,
rot E =K x Egcos (K,x + Kyy + K,z —wt).

Calculemos a derivada com relagao ao tempo

0B

5 —wBgcos (Kyx + Kyy + K,z —wt).

Substituindo na lei de Faraday fica
K x Egcos (K;x + Ky + K.z —wt) = wBgcos (Kpz + Kyy + K.z —wt)

ou
K x EO = (JJB()

Podemos concluir que o vetor do campo de indugao magnética é perpendicular ao vetor
do campo elétrico. Em resumo, os trés vetores sao mutuamente ortogonais.
A utilizagao da lei de Ampére permite, de modo anélogo, explicitar Eg em fungao de By

w A
EQZEBQXK

E importante notar que, em mddulo, B = E/c no véacuo. Isso faz com que o valor
numérico de B seja muito menor que o valor numérico de E ( no sistema de unidades
MKS). A figura (Fig. 2.6) mostra os vetores uma onda eletromagnética que propaga para
a direita em um certo instante de tempo. Os eixos ndo estdo na mesma escalal

Figura 2.6: Representacgao de trecho de uma onda eletromagnética.

2.6 A onda eletromagnética nos meios dielétricos

De modo semelhante ao vdcuo, em um meio dielétrico neutro nao existe densidade de
cargas livres nem densidade de corrente. Consequentemente, as equagoes de Maxwell no
meio dielétrico tem a mesma forma das equagoes no vacuo, diferenciando apenas nos valores
das constantes de permissividade elétrica e permeabilidade magnética que passam a assumir
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os valores € e yu. Sendo assim, temos as mesmas equagoes de onda e as mesmas solugoes,
com ondas propagando com a velocidade

A experiéncia mostra que, em todos os meios materiais conhecidos, a velocidade de
propagacao é menor que a velocidade de propagacao no vacuo. Para caracterizar esse fato
define-se o indice de refracao de um meio como a relacao entre a velocidade no vécuo e a

velocidade no meio

c el
n=-—= .
v €00

Além disso, verifica-se que nos meios 6pticos transparentes e nao magnéticos o valor da
permeabilidade magnética do meio é muito préximo do valor da permeabilidade magnética
do vacuo, p & g, de modo que

Outro fato experimental importante é que a permissividade elétrica, em geral, depende
da frequéncia (ou do comprimento de onda) da radiacao

Isso é uma propriedade do meio e nao existe uma fungao que represente esse comportamento
e que seja valida para todos os meios. Contudo, em alguns casos é possivel fazer um modelo
microscopico tedrico para o meio material que represente, de modo aproximado, a variagao
dessa propriedade em uma certa faixa de frequéncias. Portanto, em geral, podemos dizer
que o indice de refracao varia com a frequéncia.

n = n(w), n=mn(f) ou n =mn(\)

Para se ter ideia da extensao dessa variagao tomemos a dgua pura por exemplo. Na
regiao da luz visivel o indice de refracao vale 1,33 enquanto na regiao de baixas frequéncias
(ondas de radio) o indice chega a atingir 9,0.

Normalmente, quando se especifica o indice de refragao de uma determinada substancia
e nao se indica o valor da frequéncia, subentende-se que esse indice se refere a luz amarela
emitida pelo dtomo de sédio (A = 589 nm).

2.7 O espectro eletromagnético no vacuo

Conforme vimos anteriormente, nao existe limitacao tedrica para a frequéncia e o compri-
mento de onda de uma onda eletromagnética no vacuo desde que a relagao w = Kc¢ ou
¢ = Af seja obedecida. Ou seja, em principio, é possivel gerar onda eletromagnética com
qualquer frequéncia.

A producao de uma onda eletromagnética tem origem na oscilagdo de uma carga elétrica.
Quando forgamos uma carga elétrica a oscilar, por exemplo, por meios mecanicos ou mesmo
em um circuito RLC, os vetores dos campos elétrico e magnético variam no tempo gerando a
onda eletromagnética. A frequéncia da onda é a mesma frequéncia da carga oscilante. Logo,
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a possibilidade de gerar uma onda com determinada frequéncia fica atrelada a possibilidade
de por a carga elétrica para oscilar com esta frequéncia. Na pratica, a oscilagao das cargas
ocorre nas antenas que sao dispositivos projetados e construidos com esse objetivo. Um
pedaco de fio ou até mesmo um circuito LC pode funcionar como uma antena. Verifica-se,
experimentalmente, que para uma antena irradiar com eficiéncia suas dimensoes geométricas
devem ser da ordem do comprimento de onda da radiagao (usualmente metade ou um quarto
do comprimento de onda). Sendo assim, se desejdssemos gerar uma onda eletromagnética
com uma frequéncia de 1 Hz cujo comprimento de onda no véicuo vale A = ¢/ f deverfamos
ter uma antena de meio comprimento de onda com 1,5 x 10% m ! Isso é impraticavel.

Por outro lado, a producao de ondas eletromagnéticas com frequéncias extremamente
elevadas também torna-se muito dificil pois as antenas teriam que ter dimensoes microscopi-
cas. Contudo, existem processos naturais nao controlados que chegam a produzir tais
radiagoes e o espectro de frequéncias conhecido para as ondas eletromagnéticas vai de fracao
de hertz a valores tdo altos como 1020 hertz.

Cada faixa do espectro eletromagnético recebe uma denominagao, porém seus limites
nao sao muito exatos. Uma divisao grosseira, contudo explicativa, serd apresentada:

e Ondas longas de radio:

Vai de fragoes de hertz a aproximadamente 100 kHz (comprimento de onda maior que
1000 Km aproximadamente). Ocorrem na natureza e também sido produzidas com
circuitos oscilantes podendo ser usadas para comunicagoes transocednicas propagando
sobre a superficie dos oceanos.

e Ondas médias de radio:

Frequéncias entre 500 kHz e 1,7 MHz aproximadamente (comprimento de onda de
dezenas a centenas de metros), utilizadas pelas rddios comerciais que operam com
amplitude modulada (AM). A informagao, voz, som, etc. é transmitida variando-se a
amplitude da onda eletromagnética (portadora). E produzida por circuitos convenci-
onais, osciladores LC e osciladores a cristal de quartzo.

e Ondas curtas:

Estende-se de 2MHz a 10'3 Hz. E uma faixa muito ampla e bastante subdividida.
Nas frequéncias mais baixas tem-se radios comerciais em amplitude modulada que
transmitem a grandes distancias aproveitando-se do fenomeno da reflexao na ionos-
fera em determinada parte do ciclo diario de bombardeamento das altas camadas da
atmosfera pelos raios do sol, que as tornam ionizadas e funcionando como espelho.
A noite ¢ possivel receber sinais de diversas estagoes de radio localizadas em outras
partes do mundo. Utiliza-se também para servigos de comunicacao privados a grandes
distancias (centenas de quilémetros). Nas frequéncias em torno de 100 MHz tem-se
os canais baixos de TV, as rddios comerciais que transmitem em frequéncia modu-
lada (FM: 88-108 MHz), estagoes de rddio para auxilio de navegagio aérea (108- 118
MHz), rddio comunicacao entre aeronaves (118-136 MHz) em amplitude modulada,
radio para barcos e navios (156 MHz em FM), canais altos de TV e canais muito altos
de TV (UHF). Acima de poucas centenas de MHz tem-se a regido de micro-ondas
onde estao os telefones celulares (em torno de 1 GHz) o forno de micro-ondas em
1,45 GHz, os sinais de comunicagio via satélite (em torno de 10 GHz) e a faixa de
micro-ondas milimétricas.
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Até perto de 2 GHz ainda se consegue gerar a onda eletromagnética por meio de cir-
cuitos elétricos. Contudo, nao é mais possivel considerar os parametros concentrados,
nao se pode mais considerar que as capacitancias, indutancias e resisténcias estao
concentradas individualmente nos componentes. J& é necessario utilizar o conceito de
parametros distribuidos. A partir dessas frequéncias nao se pode mais trabalhar com
“circuitos” sendo necessario introduzir os guias de ondas , as cavidades ressonantes e
novas técnicas de producgao da oscilacao eletronica para a geragao da onda. Estamos
no limite da producdo da onda eletromagnética por meios eletronicos. A regido das
micro-ondas estende-se ao inicio da regiao infravermelha.

e O infravermelho:

Nessa regiao (102 — 10 Hz, aproximadamente) ndo é mais possivel produzir a
radiacao por meios eletronicos. Essa faixa corresponde as frequéncias de vibragao
térmicas de dtomos e moléculas e a producao dessa radiacao esta associada ao efeito
Joule, produgao de calor pela passagem de uma corrente elétrica. Muitas moléculas
organicas absorvem e emitem radiagao nessa faixa de modo nao controlado. Na regiao
infravermelha préxima (do visivel) j& existem dispositivos semicondutores (LEDs e
LASERSs) que produzem radiagdo em determinadas frequéncias que sdo utilizadas
para comunica¢ao com fibras Gpticas e gravagao/leitura de dados em midia Gptica.

o Luz visivel:

Essa é uma faixa bastante estreita do espectro eletromagnético cujo comprimento
de onda vai decrescendo de 700 nm (vermelho) a 400 nm (violeta) e que produz a
sensagao de cor ou matiz ao olho humano normal. Basicamente, essas frequéncias
podem ser obtidas a partir da luz branca, emitida por um corpo aquecido a altas
temperaturas, por um processo de filtragem seletiva com substancias absorvedoras,
por dispersao da luz em um meio de indice de refracao variavel e forma geométrica
conveniente (prisma de vidro por exemplo) e posterior selecdo ou por um processo
de interferéncia construtiva (rede de difragdo). Determinados valores de frequéncias
e comprimentos de onda também podem ser obtidos por descarga elétrica em um gés
ou pela utilizagdo de dispositivos semicondutores (LEDs)

e Radiacao ultravioleta:

Corresponde as frequéncias acima da luz violeta no fim do espectro visivel indo a apro-
ximadamente 10'7 Hz onde se confunde com o inicio da faixa dos raios-X moles. Essa
faixa caracteriza-se por produzir efeitos ionizantes sobre vérias substancias. Pode
produzir quebra de ligagoes quimicas transformando muitos compostos organicos pro-
duzindo, inclusive, alteracoes no coédigo genético. E uma faixa de frequéncias em que
ocorrem muitas ressonancias nos osciladores naturais (dtomos e moléculas). Trans-
forma o oxigénio em ozo6nio e extermina muitas formas de vida, inclusive bactérias,
sendo utilizada em processos de esterilizacao. E fortemente absorvida velo vidro co-
mum mas ¢é transmitida pelo quartzo ou silica de modo que uma lampada bactericida
tem que ter o bulbo feito de quartzo. A radiagao ultravioleta pode ser obtida, em
determinadas frequéncias, por descarga elétrica em gases como Hg e Xe. Lampadas
fluorescentes e halégenas a produzem sendo necessario filtra-la com filtro de vidro,
no caso das halégenas, cujo bulbo normalmente é de quartzo. Essa radiagao também
pode ser produzida nos aceleradores de particulas em grandes intensidades para uso
especifico. A radiagao do Sol é rica em radiacao ultravioleta intensa.
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o Raios-X:

Essa faixa de frequéncias da radiacdo eletromagnética inicia-se em torno de 10'6 Hz
coincidindo com a regiao final da radiagao ultravioleta em direcgao as altas frequéncias
sendo conhecido também como raios-X moles. Os raios-X podem ser produzidos por
fontes radioativas naturais com valores bem definidos e fixos de frequéncia ou por
meios artificiais desacelerando bruscamente uma carga elétrica em um choque com
um alvo fixo ou mesmo acelerando cargas elétricas em aceleradores de particulas. O
processo mais utilizado é o da desaceleracao brusca, normalmente executado sobre
um feixe de elétrons que foi previamente acelerado até energias da ordem de dezenas
de keV (quilo-elétron-volt). Por exemplo, em um cinescépio de televisao de 20”a
29" acelera-se o feixe de elétrons a uma diferenca de potencial de até 25 kV e esse
feixe é direcionado para a tela de vidro revestida com uma substancia fosforescente.
Ao chocar-se com o vidro o elétron é desacelerado e emite raios-X moles que sao
absorvidos pelo préprio vidro e pelo ar exterior que o circunda. Para uso médico
e odontoldgico a desaceleracao é realizada em um alvo de metal duro (usualmente
o tungsténio) e o potencial de aceleracao pode chegar a 70 kV ou mais produzindo
raios-X duros (comprimento de onda da ordem de 1071° m).

e Raios-v:

Essa faixa de radiacdo inicia-se em torno de 10'® Hz e estende-se a 10** Hz cujos

raios passam a se chamar raios césmicos. E produzida pelas fontes radioativas natu-
rais e artificiais sendo altamente penetrante na matéria ordindria de baixa densidade
podendo ser absorvida por substancias muito densas como o chumbo. Resulta dos
processos naturais que ocorrem no interior do nicleo atéomico e nao pode ser con-
trolada. Encontra aplicagoes na esterilizagao de alimentos e artefatos médicos, na
radiografia industrial de soldas metdlicas, sensores de nivel em silos e controle de qua-
lidade na producao de metais. A radiacdo césmica corresponde a radiacdo gama de
alta frequéncia de origem césmica.

2.8 O vetor de Poynting
Sabemos, do caso eletrostéatico e do caso das correntes estaciondrias, que os médulos dos ve-

tores dos campos elétrico e de indugao magnética estao associados as respectivas densidades
de energias através das expressoes

_ 1 E2
Ugp = 250
¢ 1
ug = — B2.
240

Em uma onda eletromagnética, em cada instante de tempo e em cada ponto do espago, os
vetores do campo eletromagnético possuem valores bem definidos que podem ser associados
as densidades de energias naquele momento e naquela posicao. Consideremos , por exemplo,
uma onda eletromagnética plana e harmoénica propagando para a direita como mostra a
figura (Fig. 2.7) em um determinado instante de tempo fixo.

Tomando uma fatia do espago perpendicular & diregcao de propagacgao com espessura dz
e drea A (Fig. 2.8) haverd campo eletromagnético no interior dessa fatia. Como a fatia tem
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Figura 2.7: Representagao da onda eletromagnética para um tempo fixo.

espessura infinitesimal, os vetores do campo serao praticamente constantes no interior da
fatia e poderemos associar densidades de energia constante a este campo.

“dx

Figura 2.8: Fatia do espago sendo atravessada por uma onda eletromagnética.

A energia no interior da fatia pode ser determinada pelo produto da densidade de energia

total (elétrica e magnética) pelo volume da fatia.
dU = (ug +up)dV = (ug + up)Adx.

Em um intervalo de tempo dt a onda percorre a distancia dr = cdt e a energia contida

no interior da fatia atravessara sua fronteira.
dU = (ug +up)Acdt.

A intensidade, I, da onda é definida como a energia por unidade de tempo por unidade

de area que atravessa um plano perpendicular a direcao de propagacao da onda, ou seja,
au

I= Td = (up +up)c.
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Substituindo as expressoes das densidades de energia e lembrando que E = ¢B teremos

dU 1 1 1 BB 1 BE
=— =(Z2g0E*’+ —B?|c==|egEE+—)c==(egEcB+ —)c.
1di (250 + 210 )c 5 (50 + m ) €=3 (50 cb + )c

como ¢? = 1/(gguo) fica
EB
o
Em uma onda eletromagnética os campos oscilam muito rapidamente em fungao do
tempo e os efeitos fisicos mensuraveis, como aquecimento e luminosidade, sao efeitos médios
e raramente interessa o valor da intensidade instantanea. Como os campos sao fungoes
senoidais do tempo e do espaco, o valor médio no tempo da intensidade em um ponto do
espago pode ser facilmente determinado.

I (2.30)

_<EB> < EybBy sen?(cte —wt) > _ EyBy

<I>
Ho Ho 2p0

E conveniente expressar esse resultado em fungao, apenas, do campo elétrico uma vez
que a maioria dos instrumentos (iclusive o olho) s@o sensiveis a este campo.

1 E2

<I>=_--"2

2 cpo

ou, em funcéo do valor eficaz, E.; = Ey/ V2,
E2 E2
ef ef 2

<I>=—r=— W . 2.31
Clio 377 /m ( )

O vetor de Poynting é definido como sendo um vetor que aponta no sentido da trans-
missao da energia (propagacao da onda) e cujo mddulo seja a intensidade da onda.
ExB

S = . 2.32
Ho ( )

O fluxo do vetor de Poynting por uma superficie d4 a poténcia que atravessa esta
superficie.

Pt = [ S()-ds. (2.33)

Exemplo:

Uma estagao de televisao cuja poténcia média de radiacao vale 100 kW irradia, em sua an-
tena, onda eletromagnética isotropicamente (igualmente em todas as dire¢oes). Determinar
o valor do campo elétrico eficaz a uma distancia r da antena supondo que a essa distancia
a onda possa ser considerada como plana. Avalie o valor do campo a 500 m e a 20 km de
distancia. A figura (Fig. 2.9) mostra a situagdo do problema.

Como a radiagao € isotrépica, a poténcia média se distribui sobre uma superficie esférica
de raio r e a intensidade em um ponto a essa distancia é dada por

< P>
472

<I>=
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Figura 2.9: Antena irradiando uma onda eletromagnética isotropicamente.

E? <pP> 1/ _<P>
f

= B = —4/377 .
377 472 F=5 4

Substituindo-se os valores fornecidos encontraremos aproximadamente que

ou

E.;(500 m) = 3,3 V/m
E.(20 km) = 86 x 1072 V/m.

2.9 Momentum em uma onda eletromagnética

Quando uma onda eletromagnética incide em um corpo absorvedor (resistivo) o vetor do
campo elétrico poe as cargas elétricas do corpo em movimento oscilatério. Essas cargas em
movimento interagem com o vetor do campo de indugao magnética produzindo uma forca
que é perpendicular a velocidade da carga e a inducao magnética, ou seja, na direcao de
propagacao da onda. Essa forga empurra o corpo absorvedor. Foi previsto que, sendo AU a
quantidade de energia absorvida pelo corpo em um intervalo de tempo At, uma quantidade
de movimento Ap é transferida ao corpo absorvedor segundo a expressao

7&7<I>AAt
o Ci C

Ap

sendo A a drea frontal do corpo absorvedor (drea perpendicular & diregdo da onda). Por-
tanto, uma forca F' dada por
Ap <I>A
==t _>~--"
At c
sera aplicada ao corpo.

A verificagao experimental dessa expressao ¢é dificil de ser realizada para ondas de in-
tensidades usuais devido ao enorme valor de ¢ que produz forgas muito pequenas. Foi
necessario utilizar uma balanca de tor¢ao em um ambiente evacuado para medir tal forga e
somente apds o desenvolvimento de bombas de alto vacuo foi possivel verificar a validade
dessa expressao. O ambiente evacuado é extremamente necessario para a obtencao correta
dos resultados experimentais uma vez que a agitagao térmica das moléculas de ar que inci-
dem no corpo pode produzir um resultado oposto ao esperado quando o corpo se aquece (e
o ar também) sob a incidéncia da radiagao.
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Quando o corpo reflete integralmente a radiagao (espelho) na dire¢ao oposta & dire¢ao de
incidéncia, a quantidade de movimento transferida ao corpo vale o dobro do caso anterior.
Consequentemente, o valor da forca também é dobrado.

Exemplo:

A intensidade média da radiagao solar que chega ao solo na regiao nordeste do Brasil em
um dia sem nuvens ao meio dia vale em torno de 800 W/m?. Avalie a forga exercida por
essa radiagdo sob um cidadao deitado, vestido com uma roupa negra (absorvedora) sob
incidéncia normal. Suponha que a area equivalente seja retangular com 1,7 m x 0,5 m.

De acordo com a expressao acima temos:

<I>A 800x1,7x0,5

F -
c 2,99 x 108

~2,3x107%N

que é um valor extremamente pequeno para ser perceptivel pelos nossos sentidos. Afinal,
ninguém nunca se sentiu esmagado ao tomar um banho de sol!



Capitulo 3

A natureza da luz

Nesse capitulo faremos uma breve discussao sobre alguns fatos relacionados com a natureza
da radiagao eletromagnética, em particular, com a luz visivel.

3.1 A luz visivel

O que ordinariamente chamamos de luz corresponde a regiao do espectro eletromagnético
capaz de ser detectada pelo olho humano, cujos comprimentos de onda vao de 400 nm a
700 nm aproximadamente. Esse fato simples nao foi reconhecido por muitos séculos. Desde
a época de Isac Newton nao se conhecia exatamente qual era a natureza da luz e o préprio
Newton defendia a tese de que a luz era composta por corpusculos enquanto que Hooke,
seu contemporaneo, defendia a natureza ondulatéria apesar de nao saber que propriedade
ondulava. A disputa era téo ferrenha que Newton esperou a morte de Hooke (que era mais
velho) em 1703 para publicar o seu famoso tratado sobre a Optica em 1704.

Outra questao importante era a da determinacao da velocidade da luz. Desde a anti-
guidade j& se sabia que a luz era mais rapida que o som e credita-se a Galileu a primeira
tentativa para a medida dessa velocidade. Galileu (1600) teria chegado & conclusao de que
“se a luz nao fosse instantanea seria extremamente rapida”. Em 1675 Roemer, na Franca,
determina o valor de 200.000 km/s utilizando métodos astronomicos e em 1729 Bradley, na
Inglaterra, encontra o valor de 304.000 km/s também por métodos astronémicos. Pouco
mais de um século apds, em 1862 na Franga, Foucault encontra o valor de 298.000 km/s
utilizando espelhos rotatérios, valor muito préximo do valor atual de 299.792 km/s.

A natureza ondulatéria da luz foi demonstrada pelos trabalhos de Thomas Young muito
antes da teoria eletromagnética de Maxwell sem contudo se conhecer o que é que ondulava.
A coincidéncia entre o valor da velocidade da luz e a velocidade das ondas eletromagnéticas
no vacuo, prevista pelos trabalhos de Maxwell, deve ter tido um forte papel na aceitacao
de que a luz seria, de fato, uma onda eletromagnética.

Vejamos alguns detalhes interessantes sobre a luz visivel e os mecanismos de percepgao
do olho.

Newton demonstrou, experimentalmente, que a luz do Sol, quando decomposta por um
prisma de vidro, reproduz as cores ou espectro do arco-iris, as chamadas cores puras ou
cores espectrais saturadas. Sabemos, atualmente, que cada frequéncia (ou comprimento de
onda) corresponde a uma sensacao de cor decodificada pelo cérebro como uma cor pura.

75
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Realizando-se experimentos com muitas pessoas “normais” chegou-se a uma distribuigao
estatistica da sensibilidade ou percepgao do olho para os diversos comprimentos de onda da
faixa visivel (Fig. 3.1).

Sens. (%)
verde
100 +
amarelo/laranja
80 +
azul /

60 +

40 Tvioleta vermelho
20 + X/ /

Pttt
400 450 500 550 600 650 700  A(nm)
Figura 3.1: Curva de sensibilidade do olho humano.

Observa-se que o maximo da sensibilidade do olho ocorre para a cor verde amarelada
e que o olho é pouco sensivel tanto para o violeta quanto para o vermelho. Apesar de
cada frequéncia corresponder a uma sensacao de cor pura, o oposto ndo é verdadeiro! Ou
seja, é possivel se ter uma sensagao de cor que nao esta associada a uma unica frequéncia
ou comprimento de onda. Por exemplo, um comprimento de onda de 580 nm produz a
sensacao da cor amarela mas essa mesma cor pode ser percebida por uma combinagao
do comprimento de onda 550 nm com 660 nm (aproximadamente). Além disso, existem
sensacoes de cores que nao correspondem a nenhum comprimento de onda especifico ou cor
do espectro do arco-iris (o marrom por exemplo).

A sensagao luminosa é caracterizada por trés parametros, a luminancia ou brilho, o matiz
ou cor e a saturacao ou grau de diluicado no branco. Antes de prosseguirmos analisando esses
parametros é necessario compreender o que é o branco e o preto. O branco (iluminante A)
foi padronizado como sendo a sensacao luminosa produzida por um filamento de tungsténio
aquecido a temperatura de 2848 K e corresponde aproximadamente & luz emitida por uma
lampada incandescente comum. O preto corresponde a sensagao da auséncia completa de
luz.

Se tomarmos uma fonte de luz branca com uma certa intensidade e fizermos a luz emitida
por essa fonte atravessar um filtro absorvedor que reduza apenas a intensidade de modo
uniforme para todas as frequéncias que compoe a luz branca, obteremos a sensagao de cinza.
Quanto maior for a absorgao mais o cinza aproxima-se do preto. Existem substancias que
absorvem quase que completamente a luz incidente transformando a energia luminosa em
calor. Um bom exemplo é a fuligem (negro de fumo) resultante da queima incompleta de
alguns combustiveis. Trata-se de p6 de carvao (carbono) muito fino. Se depositarmos esse
p6 sobre uma placa de vidro obteremos um filtro de cinza para a luz branca. Se a densidade
do po6 for baixa, pouca luz sera absorvida e a maior parte da luz serd transmitida pelo filtro,
esta luz terd o aspecto de cinza claro. A medida que aumentamos a densidade do pé mais
luz seré absorvida e a luz transmitida pelo filtro terd o aspecto de cinza escuro. Portanto,
esse filtro controla a intensidade da luz transmitida e essa caracteristica da luz é o que
chamamos de luminancia. Em uma TV preto e branco a imagem é formada pela variacao
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da luminéncia ou tons de cinza.

A saturagdo de uma cor corresponde ao grau de diluicdo desta cor no branco. Por
exemplo, se tomarmos a cor pura espectral vermelha e acrescentarmos o branco em uma
certa proporc¢ao, obteremos a cor rosa e quanto maior for o teor de branco mais insaturado
parecerd esse rosa. Dizemos que o vermelho puro espectral é um vermelho saturado e o rosa
é um vermelho insaturado ou diluido.

A parte do olho humano sensivel & luz é composta por dois tipos de células ou foto-
sensores capazes de perceber a luz, os cones e os bastonetes. Os cones ocupam a regiao
central da retina e sao os responsaveis pela percepgao das cores enquanto que os bastone-
tes, que sao maiores e mais espagados, ocupam a regiao periférica da retina. Os bastonetes
sao insensiveis as cores mas tem extraordindria sensibilidade ao brilho ou luminancia. Os
bastonetes sdo os responsdveis pela visdo noturna com baixos niveis de luminosidade (visdo
escotOpica) onde perdemos a capacidade de distinguir as cores. Segundo a teoria de per-
cepcao das cores de Young (1801) os cones se subdividem em tés grupos especializados cada
um apresentando picos de sensibilidade no azul, no verde e no vermelho, respectivamente,
havendo interpenetragao das curvas de sensibilidade dos grupos verde com vermelho e azul
com verde.

As diversas cores que percebemos podem ser geradas por dois processos, 0 processo
aditivo e o processo subtrativo.

No processo aditivo escolhe-se trés ou mais cores conhecidas como “cores primérias”e
faz-se a combinagao linear dessas cores. Eo processo utilizado na televisao, nas graficas
(inclusive as impressoras coloridas) e na iluminagao de espetaculos. As cores primérias nao
sao lnicas, a escolha dessas cores depende da viabilidade tecnolégica de produzi-las com
facilidade e da possibilidade de reproduzir a maior quantidade possivel das diversas cores.
Na televisao foram escolhidas o vermelho (/615 nm) o verde (~540 nm) e o azul (~470 nm)
enquanto que nas graficas utiliza-se normalmente o amarelo, o magenta, o ciano e o preto.
Os artistas podem escolher outras cores como cores primdrias. Procura-se, no processo
aditivo, gerar a maior quantidade de cores possivel. Contudo, existem cores que nao podem
ser reproduzidas por esse processo.

No processo subtrativo parte-se da cor branca e absorve-se uma ou mais cores com a
utilizagao de filtros. A cor resultante corresponde a mistura de todas as cores que compoe a
luz branca que nao foram absorvidas. Muitas cores sé podem ser geradas por esse processo.

Quando duas cores sao adicionadas e obtém-se o branco diz-se que essas duas cores
sdo complementares. A cor complementar é a cor que falta para gerar o branco. Por
exemplo: sabemos que, com as devidas proporgoes, o verde + o azul 4+ o vermelho = ao
branco, o verde somado ao vermelho produz o amarelo que somado ao azul produz o branco.
Dizemos que o amarelo e o azul sao cores complementares. O verde somado ao azul produz
o ciano que somado ao vermelho produz o branco. Dizemos que o ciano e o vermelho
sao complementares. O azul somado ao vermelho produz o magenta que somado ao verde
produz o branco. Dizemos que o magenta e o verde sao complementares.

3.2 Nocoes sobre relatividade restrita
As equacgoes de Maxwell resultam na equacao diferencial de onda que prevé o valor da ve-

locidade de propagagao da luz no vacuo como valendo ¢ = 1/,/Eoji0, ou seja, dependente
apenas das propriedades elétricas e magnéticas do vacuo. Se essas constantes tiverem os
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mesmos valores para qualquer observador inercial (aquele que se move com velocidade cons-
tante) que realize experiéncias com a eletricidade e o magnetismo e as equagoes de Maxwell
permanecerem validas, concluiremos que a velocidade de propagacao da luz serd a mesma
para qualquer desses observadores. Em outras palavras, todos os observadores inerciais me-
dem o mesmo valor para a velocidade de propagacao da luz no vécuo independentemente
se a fonte de luz esteja em repouso ou em movimento com relacao ao observador. Até
onde foi possivel investigar, as equagoes de Maxwell sao vélidas e os valores das constantes
permanecem os mesmos para qualquer observador. Intimeras aplicagoes tecnoldgicas se ba-
seiam nesse fato, por exemplo, satélites artificiais e naves espaciais exploratérias em altas
velocidades tiram fotografias das superficies de planetas distantes e as enviam para nds,
na Terra, via onda eletromagnética com perfeicao. Seus motores elétricos e equipamentos
eletronicos construidos baseados nas leis da eletricidade e do magnetismo funcionam como
esperado.

Como nao podemos esgotar todos os experimentos possiveis de serem realizados, acredi-
tamos, baseados em todas as evidéncias coletadas, que as equacoes de Maxwell tenham
validade (mantenham as formas) e que o valor da velocidade da luz no vdcuo seja constante
para qualquer observador inercial. Isso foi colocado por Einstein, numa forma equivalente,
como sendo os dois postulados da relatividade restrita (ou especial).

A aceitacao da teoria eletromagnética e suas consequéncias nao foi um fato de facil
compreensao na época em que foi proposta. A nocdo de uma onda de campo elétrico
e indugdao magnética propagando no espago vazio nao era algo trivial. Para as pessoas
acostumadas com as ondas mecanicas, que necessitam de um meio para propagar, era
uma ideia de dificil aceitagao. Era tao dificil que se chegou a propor a existéncia de um
meio especial para a propagagao das ondas eletromagnéticas, o éter, um meio ténue e
imponderavel que preencheria todo o espago. Contudo, todas as tentativas de deteccao do
éter (e nao foram poucas) falharam!

O fato da velocidade da luz ser independente do observador contradiz a nogao béasica
da adigao de velocidades que estamos acostumados a realizar. Por exemplo, se andamos
no interior de um 6nibus, para a frente, a 5 km/h com relagdo ao piso do 6nibus e este se
desloca, também para a frente, a 20 km/h com relagao ao solo, ndo hesitamos dizer que
nossa velocidade é de 25 km/h com relagdo ao solo. Simplesmente adicionamos as duas
velocidades. O mesmo nao ¢é valido se realizamos um experimento com uma fonte de luz.
Uma pessoa que carregue uma lanterna no interior do 6nibus vé a luz sair da sua lanterna
com um valor ¢ idéntico ao que seria visto por uma outra pessoa no solo independente
da velocidade do 6nibus, da velocidade do portador da lanterna ou mesmo de sua propria
velocidade.

Esse fato pode ser colocado de uma maneira um pouco mais formal se considerarmos
as leis de transformagao de coordenadas entre dois sistemas de referéncia em que um se
movimente com velocidade constante v com relacao ao outro. Consideremos que um sistema
esteja em repouso (segundo nossos conceitos elementares sobre o repouso) e que o outro
esteja em translagdo (mantendo os eixos paralelos com relacdo ao primeiro) com velocidade
v. Para facilitar o raciocinio consideremos que o movimento seja feito apenas ao longo do
eixo or. A origem do sistema em repouso serd denotada por 0 e a origem do sistema em
movimento serd denotada por 0’ (Fig. 3.2).

Suponha que no ponto P ocorra um evento, por exemplo, exploda uma bomba. Esse
acontecimento serd posicicionado em termos de suas coordenadas nos dois sistemas de re-
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1 *P(x,y,z,t)

Figura 3.2: Sistemas de referéncia em movimento relativo.

feréncia que podem ser transformadas da seguinte forma.
x=1a +ot, y=1, =7, t=1t (3.1)

ou
¥ =x —vt, Yy =y, 2 =z, =t (3.2)

Essas transformagoes sao conhecidas como as transformacoes de Galileu.
Se derivarmos com relagao a ¢ ou t’ teremos

de dz’ d_:c’

dr _do @_dy’ dz d
a —at VT ar

T W T @ ar

e derivando novamente para determinarmos as aceleragoes,

A’z d?a’ d?z’ Py &y d?z  d*2

I 0 — = .
dt? dt? + dt’?’ dt2 dt?’ dt?2  dt?

Vemos a adicao de velocidades para os movimentos paralelos ao eixo or e vemos que
as aceleragoes sao idénticas. O fato de termos as mesmas aceleracoes faz com que nao seja
possivel determinar se o sistema de referéncia estd parado ou em movimento através da
realizacao de algum experimento mecéanico pois as forgas sao as mesmas. Isso equivale a
dizer que todos os sistemas inerciais sao idénticos e nunca saberemos se um sistema estd em
repouso absoluto ou em movimento uniforme através da realizacao de algum experimento
mecanico.

Suponhamos agora que o evento, a explosao da bomba, ocorra na origem do sistema
“linha”. Um observador nesse sistema vera uma onda esférica de luz que se expande com
velocidade ¢ em todas as diregoes. A equagao da superficie esférica em expansao é

1‘/2 + y/2 + 2/2 _ (Ct/)2.
Se realizarmos a transformagao das coordenadas para o outro sistema de referéncia teremos
(z —vt)? + 2 + 22 = (ct)?, oox? = 2wt + 02 4+ y? 22 = (ct)?

que nao é a equagao de uma superficie esférica em expansao! Isso contradiz o postulado
da relatividade que diz que a velocidade da expansao da onda é a mesma em todas as
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diregoes para os dois observadores nos dois sistemas de referéncia. Os dois deveriam observar
ondas esféricas em expansdo (como de fato ocorre). Somos obrigados a concluir que as
transformagoes das coordenadas nao devem estar corretas.

Lorentz, quando estudava a teoria do éter, havia encontrado as leis de transformacao
corretas com um outro objetivo. Essas transformagoes preservam a forma esférica da onda
em expansao como pode ser facilmente verificado. Elas transformam uma superficie esférica
em expansao com velocidade ¢ em uma outra superficie esférica idéntica (verifique!). As
transformagoes sao as seguintes

S el : y =, 2 =z, t' = )y (&) (3.3)
=) 1= ()
e
’ ’ ’ v\
x:ﬂ, y=1, z=2, tzm_ (3.4)

2 2
1-(2) 1-(2)

Observe que para baixas velocidades, v << ¢, as transformacoes de Lorentz recaem nas
transformagoes de Galileu.

Admitir que a velocidade da luz tem o mesmo valor para todos os observadores inerciais
tem consequéncias importantes, uma delas estd associada a nogao da simultaneidade entre
dois eventos. Isso foi demonstrado por um “experimento pensado” proposto por Einstein e
conhecido como o0“Trem de Einstein”. Vejamos:

Considere um observador situado no interior de um vagao de um trem em movimento
com relacao ao solo com uma velocidade vr. Esse observador situa-se exatamente no meio
do vagao. Nas duas paredes internas e extremas do vagao existem espelhos. Um segundo
observador encontra-se parado com relagao ao solo e préximo aos trilhos do trem. No exato
momento em que um observador passa pelo outro acende-se uma lampada no meio do trem
e ambos observadores veem a onda de luz se afastar da lampada (Fig. 3.3).

Vr

v=0

Figura 3.3: O trem de Einstein.

Para o observador no interior do trem as luzes alcancam os espelhos, voltam refletidas
e chegam a ele simultaneamente.

O observador que esta em repouso fora do trem vé as luzes propagando em direcao aos
extremos do trem (espelhos) com a mesma velocidade ¢. Vé também o trem avancar para
a direita com a velocidade vy de modo que a luz da esquerda atinge o espelho e volta
refletida antes da luz da direita chegando a esse observador em instantes diferentes, ou seja,
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os acontecimentos nao sao simultaneos (os acontecimentos sao as reflexdes nos espelhos que
s6 sao percebidas pela chegada das luzes ao observador).

Conclusao: os acontecimentos ou eventos que sao simultaneos para um observador po-
dem nao ser simultaneos para outro observador que possua uma velocidade relativa com
relacao ao primeiro.

Como mencionamos anteriormente, as transformacoes de Lorentz transformam as coor-
denadas espacial e temporal de modo que a velocidade de propagagao da luz seja a mesma
para dois observadores em movimento relativo. Considere que no sistema de referéncia “li-
nha” dois eventos ocorram no mesmo ponto do espago (em z’) separados por um intervalo de
tempo At’ medido por um relégio nesse sistema de referéncia. No sistema em repouso um
observador vé o relégio em movimento e observa os mesmos eventos. Para esse observador
o intervalo de tempo At serd dado de acordo com a equagdo (3.4) por

!
At BT (3.5)

1= ()

Observe que At > At’ e isso é chamado de dilatacao do tempo.

Considere agora que um bastao alinhado com o eixo oz’ e em repouso com relacgao a esse
sistema tenha um comprimento Az’ = x4, — }. De acordo com as transformagoes (3.3), o
comprimento medido no sistema fixo pela determinagao simultanea das posicoes extremas
do bastao estd relacionado com o comprimento medido em repouso por

x9 — vt — (21 — vt)

1-(2)°

Az = Ax'\/1— (%)2 (3.6)

Observe que Az < Az’ e isso é chamado de contragdo espacial. Tanto a dilatacdo do
tempo quanto a contragao espacial foram verificados experimentalmente em particulas a
altas velocidades.

Outra observagao muito interessante surgiu nas tentativas de aceleracao de particulas
para alcancar altas velocidades. Por exemplo, considere a aceleragao de elétrons pela
aplicagdo de uma diferenga de potencial AV entre as placas de um capacitor no vacuo
como em um tubo de imagens ou cinescopio de televisao. Considerando a conservacao da
energia, o elétron adquirird energia cinética a partir da energia potencial elétrica.

/ ’
Ty — T =

ou

1
§me v2 = eAV

ou
AV
V= 26 .

Me

Assim, bastaria aumentar a diferenca de potencial de aceleragao para termos velocidades
cada vez maiores. Contudo, esse ndo é o resultado experimental mostrado na figura (Fig.
3.4).

A experiéncia mostra que, por maior que seja a diferenca de potencial de aceleragao, a
velocidade nao alcanga o valor ¢. Outros experimentos confirmam que a carga do elétron
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curva tedrica

curva experimental

AV

Figura 3.4: Velocidade em um acelerador de elétrons.

é uma constante universal, dai, somos forcados a admitir que a massa do elétron em mo-
vimento deve se alterar (crescer) com o aumento da velocidade para compensar o aumento
da diferenca de potencial e limitar o valor da velocidade. Vale notar que essa massa difere
da massa que determinamos em uma “balanca’, que é a massa do elétron em repouso que
denominamos por mg. E possivel mostrar que essas duas massas estao relacionadas por

mo

Mme = ———. (3.7)
_ (v
1= (2)

Observe que para baixas velocidades os valores das duas massas coincidem.

Como um exemplo, considere a determinacao da velocidade do elétron num tubo de
imagem tipico de televisao que acelera o feixe com uma d.d.p. de 25 kV. Se nao fizermos a
corregao relativistica da massa encontraremos

eAV 1,6 x 10719 x 25 x 103
=./2 — |22 =9,4x 107 m/s.
v o~ \/ 9.1% 1051 9,4 x 10" m/s

Apesar de ser um valor extremamente alto, a razdo v/c = 0,313 é pequena. Como na
expressao da massa esse valor estd elevado ao quadrado, o denominador é muito préximo
da unidade e a correcao é muito pequena. O célculo exato da velocidade pode ser efetuado
substituindo-se a expressao da massa relativistica na expressao anterior e resolvendo-se a
equagao do segundo grau resultante.

Fazendo

encontraremos

2 4+ad’r—a>=0

ou

v —a? + Va* + 4a?
c 2 '
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Com o potencial de aceleragao de 25 kV teremos a = 0,0983 e v/c = 0,306 que é muito
préximo do valor anteriormente calculado.

3.2.1 O efeito Doppler relativistico

Esse efeito é a mudanca na frequéncia (ou no comprimento de onda) de uma onda ele-
tromagnética percebido por um observador quando a fonte da radiacao encontra-se em
movimento com relacao ao observador. Pode-se mostrar que, sendo f’ a frequéncia emitida
pela fonte que se afasta com uma velocidade v, a frequéncia f percebida pelo observador

vale "
1—-7

f=—==r" (3.8)
1-(2)
Para uma fonte que se aproxima do observador com uma velocidade v fica

1 v
fo—— g (3.9)

1= ()

Essa variagao na frequéncia tem aplicagoes tecnolégicas importantes. Por exemplo, os
radares utilizados pela policia para medir a velocidade dos automéveis sao baseados nesse
efeito. Um transmissor de micro-ondas na frequéncia de 10 GHz envia uma onda que é
refletida pelo automével, que funciona como uma fonte em movimento, ocasionando uma
pequena mudanga na frequéncia que é detectada por um receptor. Essa onda recebida é
somada com a onda transmitida sendo produzido um “batimento”cuja frequéncia é pro-
porcional a diferenca das frequéncias das duas ondas. Essa frequéncia de batimento, que é
uma frequéncia baixa, é processada pelo circuito eletrénico do equipamento que calcula a
velocidade do automoével.

Outro fato marcante relacionado ao efeito Doppler relativistico foi a descoberta da ex-
pansao do universo. Ao observar as luzes emitidas pelas estrelas e realizar uma andlise
espectral dessas luzes pode-se identificar a composicao quimica dessas estrelas a partir da
identificagao dos comprimentos de onda das raias ou linhas espectrais. Comparando-se
as posigoes dessas raias com as raias emitidas pelas mesmas substancias em laboratorio,
pode-se verificar que os comprimentos de onda daquelas raias estao deslocados em direcao
a cor vermelha (aumento do comprimento de onda). De acordo com a expressdo para o
efeito Doppler relativistico, isso s6 é possivel se as estrelas estiverem se afastando em alta
velocidade. O mais surpreendente é que qualquer estrela que seja observada, em qualquer
direcao, apresenta esse comportamento. Isso s6 é possivel se todas as estrelas estiverem se
afastando uma das outras, dai a afirmagao do universo em expansao.
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Capitulo 4
()ptica fisica

Veremos agora alguns fenémenos fisicos relacionados a propagagao da onda eletromagnética
em meios transparentes semi-infinitos e aos efeitos causados por obstaculos no caminho de
propagacao. Esses fendmenos sao caracteristicos para todo tipo de perturbacao ondulatoria
mas nos restringiremos as ondas eletromagnéticas.

4.1 Reflexao e refracao de ondas planas harmonicas

Consideremos uma onda plana incidindo obliquamente na interface plana entre dois meios
(diéptro plano) caracterizados pelos respectivos indices de refracao, n e na, sendo a onda
proveniente do meio 1 para o meio 2.

A experiéncia mostra que parte da onda é refletida de volta para o meio 1 e outra
parte é refratada (transmitida com mudanca de dire¢do) para o meio 2. Se considerarmos
a representacao de raios de luz, onde o raio de luz corresponde a dire¢cao de propagacao da
onda, ou seja, o vetor K e supormos que esse raio faga um angulo 6; com relacao a normal
da interface, verificaremos que o raio refletido forma um angulo ] e o raio refratado forma
um angulo #3 com relagdo & mesma normal como na figura (Fig. 4.1).

0, 0

Figura 4.1: Reflexao e refracao de uma onda plana na interface entre dois meios.

Determinemos os angulos de reflexdo (07) e refragdo (f2) baseando-se na teoria on-
dulatéria. Para isso utilizaremos o principio de Huygens com o objetivo de facilitar o
entendimento.

85
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4.1.1 O principio de Huygens

Christian Huygens em 1678 formulou um principio em que admitia que cada ponto de uma
frente de onda plana podia ser encarado como uma fonte pontual de ondas esféricas. Como
uma, frente de onda possui uma infinidade de pontos infinitamente préximos, estariam sendo
produzidas uma infinidade de ondas esféricas de modo que a frente de onda plana seguinte
podia ser encarada como a superposicao dessas frentes de ondas esféricas (Fig. 4.2).

Figura 4.2: Principio de Huygens. Frente de onda plana produzida pela superposicao de
frentes de ondas esféricas

Se considerarmos uma onda plana incidindo na fronteira, cada ponto da frente de onda
que coincida com a fronteira serd uma fonte de onda esférica que propagara nos dois meios
com suas respectivas velocidades. A figura (Fig. 4.3) mostra a onda incidente, a figura
(Fig. 4.4) mostra a onda refletida e a figura (Fig. 4.5) mostra a onda refratada.

Figura 4.3: Frente de onda plana incidindo na fronteira entre dois meios.

n

n,

Figura 4.4: Frente de onda plana incidindo e refletindo na fronteira entre dois meios.
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n

n,

Figura 4.5: Frente de onda plana incidindo e refratando na fronteira entre dois meios.

4.1.2 Lei de Snell

Nosso objetivo agora é relacionar os valores dos angulos de refracao e reflexao com o angulo
de incidéncia.

Ja sabemos que na passagem de um meio para o outro nao ocorre mudanca na frequéncia
da onda. Contudo, se os indices de refracao forem diferentes, havera mudanca no valor da
velocidade de propagacao e, consequentemente, no valor do comprimento de onda. Temos

C
™Mo V2 Mef

ne < o1 AMf M

ou
Ao = L. (4.1)
n2

Consideremos, por exemplo, a passagem da onda do ar (n = 1) para a dgua (n = 1,33).
Pela relagao anterior havera diminuigao no comprimento de onda. Se desenharmos as frentes
de onda espacadas de um comprimento de onda, deverd haver uma mudanca na diregao de

propagagao como na figura (Fig. 4.6).
Observe o quadrildtero ABCD destacado na figura (Fig. 4.7) para melhor visualizagao.

Dos dois triangulos retangulos temos

A1
sen(fy) = T
© A
2
sen(f) = i
portanto,
sen(f1) A\ ng
sen(fs) - Ao - ny
ou

ny sen(f1) = ng sen(fz) (4.2)
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Figura 4.6: Mudanga na direcao de propagacao da onda na passagem do ar para a agua.

Figura 4.7: Quadrilatero ABCD.

conhecida como a lei de Snell.
Dessa forma, podemos expressar o angulo de refragao em fungao do angulo de incidéncia.

02 = arcsen <E sen(@l)) .

n2

Observe que, apesar de termos utilizado o ar e a 4gua como exemplo, essa lei é valida
para quaisquer meios. Se o meio 2 tiver indice de refragao maior que o meio 1, o angulo de
refracao serd sempre menor quo o angulo de incidéncia e se o meio 2 tiver indice menor que
o meio 1 o angulo de refragao serd sempre maior que o angulo de incidéncia.

Essa segunda situacdo (n2 < njp) apresenta uma consequéncia interessante: como o
angulo de refragao é sempre maior que o angulo de incidéncia, haverda um valor de angulo
de incidéncia menor que m/2, chamado de dngulo critico, em que o angulo de refracao
serd exatamente igual & 7/2 e a onda no segundo meio propagard rasante a fronteira. Para
angulos de incidéncia maiores que o angulo critico nao existe valor real para 65 que satisfaga
a lei de Snell e a experiéncia mostra que a radiacao incidente é completamente refletida num
processo conhecido como reflexao total.

Além da onda refratada temos também a onda refletida de volta para o meio 1 man-
tendo o mesmo valor do comprimento de onda da onda incidente. Graficamente, teremos o
triangulo ABC rebatido para cima e idéntico ao triangulo ACD sendo o angulo 65 trans-
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formado no angulo 6] (dngulo de reflexdo). Portanto, o angulo de reflexao é igual ao dngulo
de incidéncia.

Se pensarmos em termos da intensidade da radiacao, a conservagao da energia nos diz que
a intensidade da onda refletida somada com a intensidade da onda refratada deve ser igual
a intensidade da onda incidente. Isso é evidenciado a partir das férmulas de Fresnel para
os coeficientes de reflexao e transmissao, que sao complexas, mas que tem representacao
grafica relativamente simples. Por exemplo, na passagem do ar para o vidro (n = 1,5)
podemos visualizar o resultado na figura (Fig. 4.8) e no caso inverso, do vidro para o ar,
na figura (Fig. 4.9).

100
Refratada — /
80 ™

Intensidade 60

relativa (%)
40 \
20

Refletida _—

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Angulo de incidéncia (graus)

Figura 4.8: Intensidades refletida e refratada no dioptro ar-vidro(n; = 1,0 e no = 1,5).
Onda vindo do ar e incidindo no vidro.

100

Refrataga
80 ™

Intensidade 60 \1

relativa (%)
40

/
20
Refletida /

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Angulo de incidéncia (graus)

Figura 4.9: Intensidades refletida e refratada no dioptro vidro-ar (n; = 1,5 e no = 1,0).
Onda vindo do vidro e incidindo no ar.

Observe que, em ambos os casos, para a incidéncia normal (§; = 0) a maior parte da
intensidade da onda é refratada, cerca de 96%. No primeiro caso, para incidéncia rasante
(61 =~ 90°) a maior parte da radiacdo é refletida. No segundo caso, para 61 = 41,8° ocorre
a reflexao total da radiagao incidente.

O fenomeno da reflexao total tem aplicacoes tecnolégicas importantes. Muitos instru-
mentos épticos de boa qualidade utilizam a reflexao total ao invés da reflexdo em espelhos.
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As fibras 6pticas utilizadas em telecomunicagoes e em guia de luz também fazem uso desse
fenémeno.

Pode-se mostrar que apds o angulo de incidéncia ter ultrapassado o angulo critico, ainda
existe campo eletromagnético no segundo meio. Contudo, esse campo nao é propagante
na direcao da normal. E um campo que atenua exponencialmente & medida que penetra
no segundo meio sem ter caracteristica ondulatéria. A existéncia desse campo pode ser
verificada se considerarmos um sistema de trés meios, por exemplo vidro, ar e vidro (Fig.
4.10). Ao incidir luz na primeira interface com um angulo de incidéncia superior ao angulo
critico ainda se observa uma onda transmitida para o terceiro meio (vidro) que emerge
paralelamente a onda incidente. Contudo, a intensidade dessa onda é fortemente dependente
da espessura da camada intermedidria (ar) diminuindo com o aumento da espessura.

0,
(n,) vidro ‘ ‘
(n,) ar 9y
0.

(n,) vidro

Figura 4.10: Sistema de trés meios planos.

A aplicagao sucessiva da lei de Snell (admitindo essa possibilidade) nas duas interfaces

nysen(61) = nosen(ds)

nasen(fz) = nzsen(f3)

fornecerd
nisen(f;) = ngsen(fs).

Como n; = ng, teremos 0; = 3. Ou seja, a luz sai paralelamente a luz incidente.

4.1.3 O principio de Fermat

Pierre Fermat (1650) afirmou que, quando a luz parte de um ponto e chega a outro ponto
via um processo de reflexao ou refragao, o tempo despendido pela luz ao longo da trajetoria
que a luz percorre e liga esses dois pontos é um maximo, um minimo ou é invariante quando
comparado com as outras trajetdrias que também ligam esses dois pontos. Outro modo de
estabelecer esse principio é afirmar que o caminho éptico (caminho geométrico multiplicado
pelo indice de refracdo do meio) é um maximo, um minimo ou é invariante.

Essa afirmagao foi transformada em “principio” por razoes filoséficas da época em que se
procurava reduzir as observagoes de diversos fendomenos naturais a categoria de principios.
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Um outro principio famoso é o “principio da minima agao”que reproduz as equagoes do
movimento (leis de Newton) em um sistema mecénico.

Apliquemos o principio de Fermat & situacdo em que um raio de luz parte de uma fonte
A situada a uma altura a, reflete em um espelho e chega a um ponto B a uma altura b
sendo d a distancia horizontal entre a fonte e o ponto de chegada (Fig. 4.11).

B

a 9 i e’ lz

d

Figura 4.11: Principio de Fermat aplicado a reflexao.

Consideremos que a reflexao ocorre em ponto a uma distancia z medida a partir da
esquerda.
O caminho éptico total nl de A até B vale

nl =n(ly + 12) :n(\/a2+a:2+\/b2+(dfx)2)

ou nl = nl(z). A condigdo de méximo, minimo ou invariante ocorre quando a derivada no
ponto é nula

d(nl)
e 0.
Entao
T d—x
n —n =
Va2 + z2 \/b2+(d—x)2
ou
T _ d—=x
Va2 + z2 \/b2+(d—x)2
-, sen(f) = sen(d'), 0=0

que é a lei da reflexao.

Considere agora a situagao em que a luz passa de um meio com indice de refracao ni
para outro meio com indice de refracdo ne (Fig. 4.12).

O caminho éptico total de A até B vale

nily 4+ nale = n1va? + 22 + na /0% + (d — )2.

A condigao de maximo, minimo ou invariante ocorre quando a derivada no ponto é nula

d(nily + nala)

=0.
dx

Entao
T d—x

n -n =0
1\/a2+x2 2\/b2+(d—x)2
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Figura 4.12: Principio de Fermat aplicado a refragao.

ou
x d—x

va? + x? - n2\/b2 + (d —x)?

ny sen(f1) = ng sen(f),

ni

que ¢é a lei da refragao.

4.2 Interferéncia

A interferéncia ou superposicao é um fenémeno comum a todos os tipos de ondas e pode
ser observado tanto nas ondas mecéanicas como na onda eletromagnética. Se uma fonte 1
de onda eletromagnética produz uma oscilagao eletromagnética, em um determinado ponto
do espaco, do tipo

E, = Episen(wst)

e uma fonte 2 produz no mesmo ponto uma oscilagao do tipo
Es = Egasen(wat + @)

dizemos que as duas ondas se interferem produzindo uma oscilagao resultante (supondo que
os vetores do campo sejam paralelos)

E = Episen(wit) + Epzsen(wat + ¢).

Em geral, a interferéncia nao produz nenhum efeito interessante. A superposicao das
ondas produz uma onda resultante com uma intensidade média. Eo que acontece normal-
mente quando, por exemplo, um ambiente é iluminado por diversas fontes de luz indepen-
dentes, varias lampadas, ou quando ouvimos o som resultante de vérias pessoas conversando
simultaneamente.

A interferéncia torna-se interessante quando existe um certo “sincronismo”entre fontes
semelhantes, por exemplo, em uma orquestra quando todos os violinos, igualmente afinados,
tocam a mesma melodia. O som resultante é reforcado e agradavel. No caso das duas
ondas mencionadas anteriormente, a interferéncia torna-se interessante quando as ondas sao
coerentes, ou seja, quando a diferenca entre as fases permanece constante com o passar do
tempo. Quando ambas possuem a mesma frequéncia e quando a fase inicial ¢ nao depende
do tempo. Nesse caso, a superposicao dessas ondas senoidais é uma outra onda senoidal
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podendo ser reforgcada ou mesmo anulada em um determinado ponto do espago. Quando
as ondas se reforgam falamos em interferéncia construtiva e quando se anulam falamos em
interferéncia destrutiva. Situagoes intermediarias entre totalmente construtiva e totalmente
destrutiva também sao possiveis, tudo dependerda das amplitudes de cada onda e do valor
de ¢. Por exemplo, fagamos a superposi¢ao entre duas ondas de mesma amplitude e mesma
frequéncia

E = E| + E3 = Epsen(wt) + Egsen(wt + ¢).

Usando a identidade

sen(A) + sen(B) = 2sen (A ; B> o <B - A)

2
FE = 2FEjcos (%) sen (wt + g) .

2F cos (g)

pode ser encarado como a amplitude do termo senoidal oscilante e essa amplitude depende
do valor de ¢. Se ¢/2 = km com k inteiro relativo, o médulo da amplitude serd o dobro da
amplitude de cada onda. Contudo, se ¢/2 = (2k+1)7/2 com k inteiro relativo, a amplitude
sera zero. Ou seja, podemos ter situacgoes de interferéncia construtiva e destrutiva.

Vemos, portanto, que os efeitos interessantes de interferéncia sé ocorrem com ondas co-
erentes. Obter coeréncia com ondas mecanicas é um processo relativamente simples devido
a natureza do processo de geracao dessas ondas, normalmente mecanico ou eletromecanico.
Contudo, no caso da luz esse processo é extremamente dificil de realizar partindo de fon-
tes fisicas de luz. Normalmente a luz é obtida de fontes baseadas no aquecimento de um
filamento ou na descarga elétrica em um gas. Em ambos processos a emissao da luz é com-
pletamente aleatoria em fungao das oscilagoes ou transigoes de energias das cargas elétricas.
Dai o fato de raramente podermos observar, naturalmente, os efeitos interessantes de in-
terferéncia da luz. Sob condigoes apropriadas esses efeitos podem ser observados como
descreveremos a seguir.

Iniciemos apresentando um fenémeno 6ptico que pode ser observado com relativa faci-
lidade quando uma onda plana é parcialmente bloqueada por um obstaculo. A onda plana
de luz pode ser obtida de uma fonte distante como a de uma estrela ou até mesmo uma
lampada em um poste de iluminagao publica distante. Se fizermos essa luz passar por uma
fenda estreita de abertura a, como a fresta entre dois dedos que praticamente se tocam, e
observarmos a imagem produzida por essa fenda a uma grande distancia quando compa-
rada com a abertura da fenda, veremos uma figura (imagem) parecida com a fenda ladeada
por uma série de franjas claras e escuras. Em outras palavras, a imagem nao é a sombra
geométrica da fenda, as bordas parecem difusas com alternancias de claros e escuros ou
mesmo franjas coloridas se for utilizada luz branca. Esquematicamente, representamos a
situacdo como na figura (Fig. 4.13) onde estd representada a vista de corte do arranjo.

A imagem que aparece no anteparo tem o aspecto da figura (Fig. 4.14) onde podemos
identificar uma regido central (franja) brilhante e larga e franjas laterais estreitas com
intensidades decrescentes. Um exame cuidadoso mostra que as as larguras das franjas
laterais sao aproximadamente a metade da largura da franja central.

fica

O termo
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Fenda

Anteparo
- distante

D

Figura 4.13: Arranjo para a observacao da difracao da luz por uma fenda.

Figura 4.14: Aspecto da figura de difracao da luz por uma fenda.

Em termos da intensidade luminosa em funcao da posigao, representamos graficamente
como na figura (Fig. 4.15).

Intensidade

Posigdo

Figura 4.15: Gréfico da intensidade luminosa em funcao da posi¢ao na figura de difracao
da luz por uma fenda.

Uma observagao experimental importante é que as larguras das franjas da figura de
difragao sao inversamente proporcionais a abertura da fenda. Ou seja, a medida que es-
treitamos a fenda as franjas de difragao aumentam a largura. Se considerarmos uma fenda
muito estreita a frente de onda que chegara ao anteparo distante serd praticamente uma
frente de onda cilindrica (esférica no caso de utilizarmos um orificio circular ao invés de
uma fenda) e o anteparo serd uniformemente iluminado com muito pouca intensidade. No
limite em que a abertura da fenda tender a zero o anteparo tenderd a ser uniformemente ilu-
minado (como em uma onda plana) com intensidade tendendo a zero. Em outras palavras,
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as franjas escuras nos lados da franja central brilhante estarao tao afastadas uma da outra
(no infinito) que verfamos apenas a franja central brilhante ocupando todo o anteparo.

4.2.1 O experimento de Young

A difracao foi utilizada por Thomas Young em 1803 para obter duas fontes coerentes de luz
a partir de uma unica fonte. Inicialmente, ele colocou uma fenda fina em frente a uma fonte
de luz de modo a obter uma onda cilindrica (frente de onda praticamente reta a grande
distancia na vista de corte). Em seguida utilizou duas fendas finas idénticas, lado a lado,
separadas por uma distdncia d e distantes de um anteparo (Fig. 4.16).

Fenda
dupla
Fenda
Fonte >>>
Anteparo

distante

Figura 4.16: Arranjo do experimento de Young.

Como a fenda dupla é iluminada simultaneamente pela mesma frente de onda, ela passa
a gerar ondas de modo sincronizado, ou seja, obtém-se duas ondas coerentes. Se tomarmos
um ponto P qualquer, no anteparo, este ponto receberd ondas (luzes) provenientes das duas
fendas. A depender da posicao do ponto, as trajetorias percorridas pelas ondas poderao ser
iguais ou diferentes entre si. No ponto central do anteparo as duas ondas percorrem o mesmo
caminho até chegarem nesse ponto nao havendo diferenca de fase entre elas. Portanto, esse
ponto serd sempre um ponto de interferéncia construtiva. Em um ponto deslocado do centro,
o caminho 6ptico percorrido por uma onda difere do caminho 6ptico percorrido pela outra
onda e ao chegarem no ponto havera uma diferenca de fase entre as ondas. A depender
do valor dessa diferenga de fase poderemos ter qualquer tipo de interferéncia entre elas.
Vejamos com mais detalhes:

Como estamos considerando um anteparo distante com relagao a separagao entre as
fendas, D >> d, as trajetérias percorridas pelas ondas de cada fenda até o ponto P serao
essencialmente paralelas apesar de ligeiramente diferentes (Fig. 4.17). Essa pequena dife-
renca de caminhos que pode ser da ordem do comprimento de onda é que é responsavel
pela diferencga entre as fases das ondas.

Utilizemos o angulo 6 para localizar o ponto P e escrevamos a diferenga de caminhos em
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dI 'J&«\ ] Ponto central

D Anteparo
[ i distante

Figura 4.17: Caminhos geométricos entre as fendas e um ponto no anteparo no experimento
de Young.

funcao desse angulo. Para isso, baixemos uma perpendicular a ambos caminhos lembrando
que estamos considerando que eles sao paralelos entre si (Fig. 4.18).

Figura 4.18: Diferenga entre os caminhos geométricos das fendas a um ponto no anteparo
no Experimento de Young.

A diferenga de caminhos vale d sen(f). Essa diferenca de caminhos pode ser convertida
em diferenca de fase por uma simples regra de trés onde fazemos uma diferenca de caminhos
igual & A corresponder a uma diferenca de fase igual a 2.

d sen(f)
=_——""or
¢ A

A diferenca de fase é negativa porque a onda que parte da fenda inferior chega atrasada
com relagao a onda que parte da fenda superior que é tomada como referéncia. Calculemos
a intensidade da luz no ponto P do anteparo. Num ponto fixo do espaco a onda é apenas
uma fun¢do do tempo de modo que podemos escrever a expressao do campo elétrico (e a
do campo de indugdo magnética) para a onda 1 (correspondente & fenda superior) como

E, = Ej sen(cte — wt)
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e para a onda 2
E; = Ej sen(cte — wt + ¢).

Conforme mencionamos anteriormente, a superposicao dessas oscilagoes serd
_ _ ¢ ¢
E=Fi+ FEy=2F, cos 5 sen fwt+§

e novamente identificamos a amplitude

2 Ey cos<§), ¢:—d%n(0)27r.

A intensidade é proporcional ao quadrado da amplitude e se compararmos a intensidade,
1(#), no ponto P com a intensidade no ponto central, I(§ = 0), teremos a intensidade
relativa ou intensidade normalizada

1(6) 2 Ey cos (%)
I(6 =0) | 2E, cos(0)

ou

Ir(0) = % = cos? (%) . (4.3)

As franjas brilhantes correspondem as interferéncias construtivas ou maximos da inten-
sidade relativa e ocorrem quando
cos’ (=) =1
2

3 g —kr,  k=0,%1,+2,+3..
ou dsontt)
_ sen 2
7>‘2 T km
oodsen(0) =K' A, kK = —k. (4.4)

Valores positivos de k' correspondem a angulos positivos, pontos localizados na parte su-
perior no anteparo.
As franjas escuras correspondentes as interferéncias destrutivas ocorrem quando

cos? (g) =0

. ? _ (2k—1)ﬁ, k=0,£1,+£2,43...
2 2
o
~dsen(®) = (2K +1) 5. (4.5)

Podemos localizar o ponto P no anteparo com uma coordenada linear ao invés de uma
coordenada angular (Fig. 4.19).
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U y
ﬁ}" ’\‘\ ************** 0 Ponto central

Anteparo
distante

Figura 4.19: Localizagao do ponto no anteparo por uma coordenada linear.

Se considerarmos pontos préximos do centro podemos aproximar o seno do angulo pela
tangente do mesmo angulo.

Y
0) ~ tan(f) = =
sen(d) ~ tan(0) o)
. dsen(f) =~ d tan(f) = d 4.
D
Dessa forma, as franjas brilhantes ocorrem em
D
Ymaz = E'X= (46)
d
e as franjas escuras em
; *(Qk’Jrl)éB (4.7)
ymzn - 2 d . .

Vemos que nessa aproximacao, nas vizinhancgas do ponto central, as franjas brilhantes
(ou as franjas escuras) sdo equidistantes.

E interessante notar que a intensidade do méaximo de interferéncia produzida por duas
fendas chega a ser quatro vezes maior que a intensidade de uma wunica fenda. Isso pode ser
verificado pela relagao

onde Ij é a intensidade de uma wnica fenda.
A energia é redistribuida no processo de interferéncia de modo que, o que falta nos
pontos de minimo aparece reforgada nos pontos de maximo.

4.2.2 Interferéncia de multiplas fendas

Consideremos agora a situagao fisica em que uma grande quantidade de fendas estreitas
e equidistantes produzem ondas que se interferirao em um ponto P no anteparo distante.
Essencialmente, a situacao é semelhante ao caso anterior de duas fendas. As trajetérias
percorridas pelas ondas até o ponto P serao consideradas paralelas entre si devido ao fato
do anteparo estar muito distante quando comparado com a separacao entre as fendas (Fig.
4.20).
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3dsen(0) -

N ' < (N- i) d sen(0)

Figura 4.20: Arranjo de multiplas fendas.

Tomando a onda que partiu da fenda superior como referéncia, o campo elétrico oscilante
dessa onda no ponto P no anteparo serd do tipo

E; = Epsen(wt).

Para a segunda onda serd
Ey = Eysen(wt + ¢),

para a terceira serd
E2 = EQ sen(wt + 2¢)

e assim sucessivamente até a N-ésima onda
En = Epsenjwt + (N — 1)¢).
O campo total serd a soma de todos os campos individuais
E=F +Ey+FEs+ ..+ En.

E evidente que o desenvolvimento analitico dessa soma é extremamente complexo para
uma grande quantidade de fendas. Contudo, é possivel calculd-lo numericamente ou por
métodos graficos. Exploremos um método grafico conhecido como método fasorial.

Considere um vetor com amplitude Fj girando no plano xy com frequéncia angular w
(Fig. 4.21). Podemos ver facilmente que a projegdo desse vetor ao longo do eixo oy é o
valor do campo elétrico F1.

Somemos a esse vetor um outro vetor girante de mesma amplitude e girado de um angulo
¢ com relacdo ao primeiro (Fig 4.22). Esse vetor forma um angulo wt + ¢ com relacao ao
eixo horizontal e a projecao no eixo oy vale Egsen(wt 4+ ¢) que é justamente o valor do
campo elétrico Fs.
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E,sen(ot)| £y

X

Figura 4.21: Vetor girante no plano.

Y

E,sen(wt+d) E [0

E, sen(wt)

Figura 4.22: Vetores defasados e girantes no plano.

O vetor resultante dessa soma também é um vetor girante com a mesma frequéncia,
possui uma amplitude Fy e estd girado de um adngulo (wt + «) com relagao ao eixo ox (Fig.
4.23).

Vemos facilmente que a projegao do vetor resultante ao longo do eixo oy é o valor do
campo elétrico total £ = E1 + F».

E = Ey sen(wt + ) = E1 + Es.

Esse raciocinio pode ser estendido a qualquer quantidade de vetores representando a
soma, dos campos de qualquer quantidade de fendas.

Usualmente, a representagao grafica é feita com o vetores parados, ou seja, com wt = 0
e os vetores sao representados apenas pelos mddulos e fases iniciais. O primeiro vetor é
desenhado ao longo do eixo oz, o segundo vetor é desenhado girado (defasado) de ¢ com
relagdo ao primeiro, o terceiro vetor é desenhado girado de ¢ com relagao ao segundo e
assim por diante (Fig. 4.24). Esses vetores, quando desenhados dessa forma sdo chamados
de fasores por causa da representagao das fases iniciais.

A amplitude Fjy e a fase inicial a podem ser medidas diretamente no grafico.

Numericamente, podemos também determinar a amplitude e a fase do vetor resultante a
partir das projecoes ao longo dos eixos oz e oy. A projecdo E, do campo elétrico resultante
é dada por

E, = Ey [0+ sen(¢) +sen(2¢) +sen(3¢) + ... +sen((N — 1) ¢)].
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y

E=E sen(ot+a)

ot+o

o X
Figura 4.23: Vetor resultante e girante no plano.

y

E,sen(a) E, (I)

Figura 4.24: Soma de trés fasores no plano.

A projecao E, do campo elétrico resultante é dada por
E, = Ey[1 + cos(¢) + cos(2 ¢) + cos(3¢) + ... + cos((N — 1) ¢)].

A amplitude e a fase do campo resultante serao

E
By = /Bl + E2 e a:arctan(E—y).

Esse processo numérico pode ser facilmente implementado por um pequeno programa
computacional ou pelo uso de uma planilha eletronica. A planilha interferéncia.xls esté
disponivel no “site” www.eletro.fis.ufba.br onde também se encontra esse texto.

Que informagoes podemos adquirir com o uso do método grafico ou com o método
numérico quando calculamos a amplitude do campo resultante e a intensidade da luz no
anteparo para uma grande quantidade de fendas? Pode-se verificar que as posicoes dos
picos intensos de interferéncia construtiva coincidem com o caso de duas fendas. Contudo,
0s picos sao muito mais agudos e entre dois picos intensos aparecem picos secundérios com
muito baixa intensidade. A quantidade de picos secundarios aumenta e suas intensidades
diminuem com o aumento da quantidade de fendas. Com uma grande quantidade de fendas,
digamos dez ou mais, as intensidades dos picos secundarios sao tao pequenas que podem
ser desprezadas quando comparadas aos picos principais. Em outras palavras, a figura que
observamos no anteparo consiste em uma série de franjas finas e brilhantes nas mesmas
posicoes da figura correspondente ao caso de duas fendas (Fig. 4.25). Verifique esse efeito
utilizando a planilha e alterando sucessivamente a quantidade de fendas.



102 Newton Barros de Oliveira

1 para duas fendas

para muitas fendas

0 posicao

Figura 4.25: Intensidade na figura de interferéncia para duas e muitas fendas.

Os resultados que obtivemos para a interferéncia produzida por fendas sao validos
quando a abertura da fenda é muito pequena quando comparada com o comprimento de
onda da luz utilizada de modo que a franja central da figura de difracao de cada fenda é
muito larga. E de se esperar que as intensidades das interferéncias sejam dependentes das
aberturas das fendas. Para compreender esse efeito é necessario estudarmos mais detalha-
damente os efeitos da difracao da luz por uma fenda.

4.3 Difracao por uma fenda

Determinaremos a intensidade luminosa, em um anteparo distante, da figura de difracao
produzida por uma fenda de abertura a sob incidéncia de onda plana monocromatica com
a frente de onda paralela & fenda (Fig. 4.13). Para isso, tomemos a parte da frente de onda
que nao é bloqueada pela fenda e, de acordo com o principio de Huygens, consideremos
que existam N fontes uniformemente distribuidas sobre a frente de onda. Essas fontes
produzem ondas coerentes que alcangardo um ponto P no anteparo distante (D >> a) de
modo que as trajetdrias das fontes ao ponto podem ser consideradas como paralelas (Fig.
4.26). Posteriormente, passaremos ao limite em que N — oo e a distdncia entre as fontes
(d=a/(N —1)) tende a zero.

a dI 3,11’::;;, 1 ,e, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
b N dsen6
[ ]
N
Fenda

Figura 4.26: Trajetérias da ondas das N fontes pontuais correspondentes a frente de onda
nao bloqueada pela fenda de acordo com o principio de Huygens.
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Duas ondas provenientes de fontes consecutivas que cheguem ao ponto P no anteparo
estardo defasadas de ¢ devido & diferenca de caminhos d sen(f). Tomando a onda superior
como referéncia, a imediatamente inferior estard defasada por

¢ = —d sen(h) 2777 = —Nci 1 sen(6) 27# (4.8)

Tomemos agora o diagrama fasorial dos N fasores representativos dos campos elétricos
das ondas que chegam ao ponto P no anteparo (Fig. 4.27).

e

Figura 4.27: Diagrama fasorial para os campos elétricos das ondas que partem da fenda e
chegam a um ponto no anteparo.

Nosso interesse é determinar Fy a partir de consideragoes geométricas notando que a
poligonal formada pelos N fasores tenderd a um arco de circulo cujo comprimento vale N Ej
para grandes valores de N. A relacao entre o arco e o raio é, por defini¢ao, o angulo interno

NE,
R

NE,
(N-1)¢
Baixando uma perpendicular ao fasor resultante e que passe pelo vértice do angulo

(N — 1) ¢ teremos dois tridngulos retdngulos iguais (Fig. 4.28) . Essa perpendicular é a
bissetriz do angulo.

~(N-1)¢, . R=

Temos que
w{@:ﬁﬁyn@__lk_
- - NE
2 S BT

e NEy é o valor da amplitude do campo resultante, Fy—y no ponto central do anteparo.

Portanto,
Ey sen [—(N;U d’}

2

Mas, da equagao (4.8) temos que

(N-1)p=-27 X sen ()
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(N-1)¢/2

(N-1)$/2

Figura 4.28: Determinagao de Ey a partir do diagrama fasorial para os campos elétricos
das ondas que partem da fenda e chegam a um ponto no anteparo.

portanto,
—27m % sen(0)
Eg sen 2 sen (W% sen(@)) sen(x) a
= I = = = , x =m — sen(h).
Ey—o w 7§ sen(f) T A

O aspecto dessa funcdo, chamada de fun¢do amostragem (S,(x)), estd mostrado na
figura (Fig. 4.29).

S.(x)

VAN

T T

-15 -10 -5

15

Figura 4.29: Funcao amostragem, S, (x).

Como a intensidade é proporcional ao quadrado da amplitude do campo teremos, para
a intensidade relativa, a expressao

1(9)0) _ (sen(x))2 (4.9)
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1(0)/(9=0)
1.0

0.8

~10 -8 -6 -4 -2

Figura 4.30: Intensidade relativa da difracao de uma fenda.

e o correspondente grafico (Fig. 4.30).
Os pontos de minimo da intensidade ocorrem quando a fungao seno se anula

sen(z) =0, W% sen(f) =k, k=0,+1,+2...
ou
a sen(f) = k.

Para pontos préximos ao ponto central tal que # << 1 rad podemos aproximar o seno pela
tangente
a tan(f) = kA

ou, para a posicao Ymin do ponto de minimo,

a % =k, S Ymin = kA% (4.10)

Dessa expressao vemos que os pontos de minimo estdo separados por AD/a e que a
franja central tem largura 2 A\D/a.

Infelizmente, as posi¢oes dos pontos de maximo nao podem ser determinadas analitica-
mente pois resulta em uma equagao transcendente que sé pode ser resolvida graficamente ou
numericamente. Podemos determinar, aproximadamente, a posi¢cao dos pontos de maximo
como se estivessem no meio entre dois pontos de minimo, com um erro muito pequeno.

4.4 Difracao por duas fendas idénticas

Analisaremos agora a situacao interessante onde duas fendas de abertura a, separadas por
uma distancia d produzem uma figura de difracao em um anteparo distante.

Nessa situagao, cada fenda produzira, individualmente, uma figura de difracao ligeira-
mente deslocada no anteparo. Como as duas fendas agem simultaneamente, havera também
a interferéncia das ondas que partem das duas fendas e chegam ao mesmo ponto do anteparo.
O resultado dessa situagao complexa é uma intensidade de luz no anteparo correspondente
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a uma figura de interferéncia modulada por uma figura de difracao. Esse resultado intuiti-
vamente facil de perceber nao é tao simples de se demonstrar. A intensidade resultante é
o produto da intensidade da figura de difragao de uma fenda pela intensidade da figura de
interferéncia de duas fendas finas, equagoes (4.3) e (4.9).

0 (Sen(x))2cos2 (8) (411)

1(0 = x
onde
=75 sen(6)
z =+ sen(f),
8= W; sen().

4.5 Difracao de miultiplas fendas

Nessa situacao, muitas fendas idénticas de abertura a separadas por uma distancia d pro-
duzem uma figura no anteparo distante que é, novamente, a intensidade de uma figura
de difragdo de uma tunica fenda de abertura ¢ modulando a intensidade de uma figura de
interferéncia de multiplas fendas finas.

Conforme mencionamos anteriormente, a figura de interferéncia consiste em uma sequén-
cia de picos finos (maximos principais) equidistantes e pequenos picos (méximos secundérios)
entre os maximos principais. A intensidade desses picos de interferéncia é multiplicada pela
intensidade da figura de difracao fazendo com que as intensidades dos picos de interferéncia
sejam variaveis de acordo com a funcao

(=)

Uma situacao importante com muitas aplicagoes préticas é a da rede de difracao onde
uma grande quantidade de fendas idénticas sao agrupadas. E comum se utilizar de 10000 a
15000 fendas em um espaco de 2,0 cm tornando-se um agrupamento extremamente denso.
Isso é possivel de se realizar mecanicamente riscando-se a superficie de uma placa de vidro
com uma ponta fina de diamante com um passo muito pequeno. Também é possivel de se
realizar por reducao fotografica em um filme a partir de uma imagem de linhas paralelas. Na
rede de difracdo uma pequena quantidade de picos principais de interferéncia (usualmente
de um a sete) aparecem dentro da largura da franja central da figura de difracdo. Os
picos secundarios nao sao visiveis devido a grande quantidade de fendas utilizada, os picos
principais ocorrem nas posigdes previstas para os maximos de interferéncia que seriam
produzidos por duas fendas e as intensidades sao moduladas pela figura de difragao de uma
fenda. A figura (Fig. 4.31) mostra um exemplo com trés picos de intensidade.

O pico central chama-se pico de ordem zero e os dois picos laterais sao os picos de
primeira ordem. As posices dos picos sdo dadas pela equacao

d sen(f) =k A

e os valores do médulo de k correspondem as “ordens”da interferéncia. O inverso da sepa-
ragdo d entre as fendas (ou linhas da rede) é a densidade de linhas da rede e quanto
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Intensidade

Posicao

Figura 4.31: Intensidade relativa de uma rede de difragao.

maior for a densidade de linhas maior serd a separagao angular correspondente aos picos de
interferéncia para os diversos comprimentos de onda para uma mesma ordem. Uma rede
com alta densidade de linhas é capaz de separar os picos de intensidade correspondentes
a dois comprimentos de onda préximos, ou seja, tem capacidade de “resolver”ou separar
linhas espectrais préximas.

A maior utilidade das redes de difragao esta na identificacao de linhas espectrais ou com-
primentos de ondas caracteristicos de um determinado elemento ou mesmo uma substancia
quimica. Isso fornece um poderoso método de andlise qualitativa dos elementos presentes
em uma mistura conhecido como anélise espectral.

4.6 Difracao devida a orificios

Um outro caso interessante de difragao ocorre quando uma onda plana incide em um orificio
circular, com diametro a, paralelo a frente de onda e observa-se a figura de difragao em
um anteparo distante paralelo ao orificio. No anteparo, visualiza-se uma regiao circular
brilhante cuja intensidade diminui & medida que se afasta do centro até se tornar comple-
tamente escura. Concéntricos a regiao circular visualiza-se também anéis claros e escuros
cujas intensidades maximas vao diminuindo a medida que se afasta do centro. Os raios
dos anéis com intensidade minima ndo sdo multiplos do comprimento de onda como se
poderia pensar como no caso da difragao por uma fenda. Esses raios correspondentes ao
minimo da intensidade sao descritos como os zeros de uma funcao especial nao periédica
mais complexa que a funcao senoidal. A posicdo angular do primeiro minimo é tal que
satisfaz, aproximadamente, & equagao

a sen(f) =1,22 )
ou, com a aproximacao sen(f) ~ tan(f) =ry/D

71 D
a—=1,22)\, =122,
D a

Os minimos consecutivos correspondem a outros valores do coeficiente andlogo ao niimero
1,22.
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A difragao por orificios circulares é mais comum do que se possa pensar. Ela ocorre em
diversas situagoes fisicas como a luz que atravessa a iris do olho, a luz que atravessa a lente
de um instrumento 6ptico como a objetiva de um microscépio ou um telescépio ou mesmo
a luz que atravesse qualquer pequeno orificio. Essa difracao pode trazer dificuldades na
visualizagao de objetos refletores ou fontes de luzes relativamente proximas uma da outra.
Por exemplo, as luzes de dois fardis de um automovel distante do olho de um observador,
as luzes de duas estrelas que atravessam a lente de um telescopio e sao registradas em um
filme fotografico ou em um sensor de imagem, duas estruturas celulares préximas quando
observadas com o auxilio de um microscépio, etc.

Cada fonte, independente, de luz (ou a luz refletida ou transmitida pelo objeto) pro-
duz uma figura de difracao circular quando observadas individualmente. A observagao
simultanea das duas fontes resulta em duas figuras de difracao que podem estar quase su-
perpostas a depender da separacao angular entre as fontes considerando o vértice no centro
do orificio difratante (Fig. 4.32). Se as figuras de difracdo correspondentes & cada fonte
estiverem muito superpostas de tal forma que os picos de intensidade da regiao central
brilhante se confundam, teremos dificuldade de identificar que se tratam de duas fontes
ao invés de uma tUnica fonte. Em outras palavras, nao conseguimos resolver as fontes ou
objetos.

fonte 1

- _

ffffff i

S
orificio N
N

\

[ 2

fonte 2

anteparo

Figura 4.32: Separacao angular entre duas fontes de luzes independentes simultaneamente
difratadas por um pequeno orificio.

Se o diametro do orificio difratante aumentar ou se o comprimento de onda diminuir
(mantendo a geometria fixa) as respectivas figuras de difracao encolhem (diminuem o raio)
diminuindo a superposi¢ao e tornando possivel resolver os dois objetos. A situagao onde
ocorre a resolucao é um conceito relativo e é necessario adotar-se um critério a partir do
qual possamos afirmar que os dois objetos estejam separados ou resolvidos. O critério mais
utilizado é o chamado critério de Rayleigh que diz: “dois objetos estao resolvidos quando a
posicao do maximo de difragao de um objeto coincidir com a posi¢ao do primeiro minimo
de difracao do outro objeto”.

4.7 Interferéncia produzida por peliculas

O que denominamos de pelicula é um meio 6ptico de pequena espessura praticamente
uniforme, caracterizado por um indice de refragao e podendo estar imerso ou nao em um
outro meio. Quando falamos em pequena espessura estamos nos referindo & espessuras da
ordem de alguns comprimentos de onda da luz utilizada, alguma coisa entre um e algumas
dezenas de comprimentos de onda.
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Peliculas comuns sao as manchas de 6leo sobre a dgua, bolhas de sabao, revestimentos
de lentes de 6culos e maquinas fotograficas, metalizagoes nas superficies dos CDs e DVDs
etc.

As peliculas apresentam o comportamento de refletir uma parte da luz incidente na
primeira superficie enquanto outra parte da luz penetra na pelicula até atingir a outra
superficie onde também é refletida. Essas duas luzes refletidas ao chegarem a um observador
poderao estar defasadas e a superposicao delas poderd produzir efeitos interessantes como
o reforco ou o aniquilamento. Vejamos com mais detalhes:

Tomemos, inicialmente, uma pelicula plana com indice de refracao n, espessura h uni-
forme e imersa no ar ou no vacuo. Nessa pelicula incidiremos onda plana monocromatica
sob incidéncia praticamente normal e um observador vera a luz “refletida” com um angulo
de reflexdo idéntico ao angulo de incidéncia (razoavelmente pequeno, digamos até uns 20
graus). Veja a figura (Fig. 4.33).

observador

ar, n=1

Figura 4.33: Pelicula sob incidéncia praticamente normal e observador.

Estamos representando um unico raio de luz incidente e refletido na pelicula mas nao
nos esquegamos que, na verdade, esse raio representa a normal & frente de onda plana que
incide sobre toda a extensao infinita da pelicula, ou seja poderiamos ter desenhado tantos
raios paralelos quanto desejassemos. Essa representacao estd mostrando apenas a luz que
foi refletida na superficie superior da pelicula. Outra parte da luz penetra na pelicula onde
é refratada, contudo, o angulo de refracao é muito pequeno como prevé a lei de Snell para
pequenos angulos de incidéncia. Essa luz refratada atinge a superficie inferior da pelicula
sendo parcialmente refletida para cima e parcialmente transmitida para o ar que esta abaixo
(Fig. 4.34).

A luz que foi refletida pela superficie inferior volta & superficie superior onde sera também
parcialmente refletida para baixo e parcialmente transmitida para o ar que esta acima e
também chegard ao observador. Esse processo continua indefinidamente mas s6 precisamos
analisar os dois raios de luz que chegam ao observador (Fig. 4.35).

Analisemos mais detalhadamente os caminhos percorridos pelas luzes que chegam ao ob-
servador (Fig. 4.36). Se tracarmos uma perpendicular aos raios 1 e 2 que intercepte o ponto
de saida do raio 2 na primeira superficie, teremos caminhos idénticos dessa perpendicular
até o observador. As diferengas entre os caminhos ocorrem antes dessa perpendicular. O
primeiro raio refletido percorre o caminho geométrico I; no ar com velocidade praticamente
igual & ¢. O segundo raio percorre o caminho geométrico 2l; (uma descida e uma subida)
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observador

ar, n=1

ar, n=1 \4

Figura 4.34: Luzes refletida, refratada e transmitida pela pelicula.

observador

ar, n=1 \4

Figura 4.35: Luzes refletidas pela pelicula que chegam ao observador.

dentro da pelicula com velocidade de propagacao ¢/n. A diferenca entre os caminhos Gpticos
én2ly—1;. Além disso, no processo de reflexdo que resulta no raio 1 ocorre uma inversao na
onda (defasagem de 7) uma vez que a onda é refletida na interface com indices de refragao
crescentes (do menor para o maior, de 1 para n > 1) enquanto que a reflexdo que origina o
raio 2 ocorre normalmente, sem inversao uma vez que a onda é refletida na interface com
indices de refracao decrescentes (do maior para o menor, de n > 1 para 1).

Se fosse levado em conta apenas a diferenca entre caminhos épticos, uma diferenca igual
a um multiplo de um comprimento de onda ocasionaria uma interferéncia construtiva entre
os dois raios que chegam ao observador. Contudo, existe a inversao da onda na primeira
reflexao que torna essa interferéncia uma interferéncia destrutiva. Assim, a condi¢do para
interferéncia destrutiva serd

n212—11:m)\, m:1,273...

e a condigao para interferéncia construtiva sera quando a diferenga entre os caminhos épticos
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Figura 4.36: Caminhos geométricos das luzes refletidas pela pelicula que chegam ao obser-
vador.

for um maultiplo impar de meio comprimento de onda

n2ly—1li =2m-1)

N | >

Se considerarmos a incidéncia praticamente normal, o caminho [; se anula e o caminho
215 é aproximadamente o dobro da espessura da pelicula. Fica

2nh =mM, m=1,23.. (para destrutiva) (4.12)

2nh=(2m-1) %,

Outra situagao interessante ocorre quando a pelicula estd entre dois meios diferentes e
os indices de refragdo sdo crescentes, por exemplo, uma pelicula de 6leo (n=1,2) sobre a
dgua do mar (n=1,3) ou mesmo uma pelicula de éleo ou de dgua sobre uma placa espessa
de vidro (n=1,5). Nesses casos temos o primeiro meio que é o ar (n=1), o segundo meio que
é a pelicula e o terceiro meio que é o substrato de apoio (4gua do mar ou a placa espessa de
vidro nos exemplos). A situagdo é semelhante ao caso anterior com uma pequena diferenca:
ocorrem inversoes nas ondas nos dois processos de reflexao nas duas superficies ou interfaces
da pelicula com os outros meios. Os efeitos dessas duas inversoes se cancelam e resta
apenas a diferenga entre os caminhos 6pticos. Nesse caso, as condigoes para a ocorréncia
das interferéncias construtivas e destrutivas sao inversas com relacao ao caso anterior.

m=1,2,3... (para construtiva) . (4.13)

2nh=m), m=1,23... (para construtiva) (4.14)

A
2nh=(2m—1) 2 m=1,2,3.. (para destrutiva). (4.15)

As peliculas tem sido utilizadas com diversas finalidades praticas. Lentes de maquinas
fotograficas podem ser revestidas com peliculas (MgF2 por exemplo) para corrigir a transpa-
réncia da lente para uma faixa de comprimentos de ondas, os refletores parabdlicos das
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lampadas dicroicas possuem uma pelicula para reduzir a reflexao da radiagao infravermelha
fazendo com que essa faixa do espectro atravesse o refletor em direcao ao fundo da caixa da
lampada e nao seja refletida para o objeto que estd sendo iluminado, reduzindo o aqueci-
mento sobre o objeto. Lentes plasticas (orginicas, policarbonatos) de 6culos sao revestidas
com peliculas para reduzir o reflexo da luz pela lente ou mesmo para obter o efeito inverso
nos éculos para o Sol (refletir a luz azul e ultravioleta). Uma aplicagdo recente é a pelicula
metdlica refletora que existe no CD, essa pelicula tem espessura varidvel na forma um de-
grau cujo altura é da ordem do comprimento de onda de modo que dois raios de um laser
que sejam refletidos pela pelicula podem interferir construtivamente ou destrutivamente
codificando os nimeros binarios zero ou um.

Exemplo:

Uma pelicula de dgua com sabao (n = 1,33) com 320 nm de espessura, no ar, é iluminada
por luz branca em incidéncia quase normal e a luz refletida é vista por um observador.
a)Determine o comprimento de onda visivel que satisfard & condigdo de interferéncia
construtiva. Que cor parecerd ter a luz refletida?
b)Determine o comprimento de onda visivel que satisfard & condicdo de interferéncia
destrutiva. Olhando-se pelo outro lado da pelicula que cor parecerd ter a luz transmitida?
Determinemos os comprimentos de onda que satisfazem a condicao de interferéncia
construtiva, equacao (4.13):

2nh 22><1,33><3200

)\6:22771—1: 5m— 1 , m=1,2,3...
m=1= A= 1700 nm, IV, nao visivel
m = 2=\ =570 nm, amarela, visivel
m =3 = A\ = 340 nm, UV, nao visivel
m =4 = )\ < 300 nm, UV, nao visivel

nao é necessario prosseguir, as luzes nao sao mais visiveis. A luz refletida tera aparéncia de
amarelo (predominante).

Determinemos os comprimentos de onda que satisfazem a condicao de interferéncia
destrutiva, equagao (4.12):

_2nh 2 x 1,33 x 3200

A = , m=1,23...
m m
m=1= X =850 nm, IV, nao visivel
m=2= =426 nm, azul
m =3 = A\ < 400 nm, UV, nao visivel

nao é necessario prosseguir. Observe que a luz azul é completamente destruida na reflexao
e, COmMo a energia se conserva, essa mesma luz aparece do outro lado da pelicula como luz
transmitida. O observador, do outro lado da pelicula, enxergara uma luz com aparéncia de
azul (predominante).



Capitulo 5

Fisica Moderna

5.1 As fontes de luz

E um fato conhecido que todo corpo aquecido emite radiacao eletromagnética que ocupa
uma ampla faixa continua do espectro eletromagnético. Quando a temperatura é baixa, da
ordem da temperatura ambiente, a radiacao emitida tem comprimento de onda predomi-
nantemente na regiao do infravermelho distante enquanto que para temperaturas elevadas,
da ordem de alguns milhares de kelvins a radiagao predominante estd na regiao visivel. Para
temperaturas muito elevadas a radiacao predominante é azul tendendo ao ultravioleta. Em
qualquer caso, o espectro é continuo.

Por outro lado, a luz emitida por uma descarga elétrica em um gés, vapor de mercirio
por exemplo, tem uma coloracao prépria e, quando analisada em um espectroscopio, mostra
apenas alguns comprimentos de onda discretos (linhas) com intensidade varidvel de linha
para linha sem nenhuma relagao aparente entre o comprimento de onda e a intensidade. O
mesmo fenémeno pode ser observado ao vaporizar uma substancia sélida em uma chama.
O sal ordinério (cloreto de sédio) emite luz amarela ao cair na chama de um fogéo que,
quando analisada, mostra dois comprimentos de onda muito préximos e intensos na regiao
correspondente ao amarelo/laranja.

Essas duas formas de producao de luz tem causas distintas e forneceram as primeiras
pistas que levaram ao que conhecemos hoje como a fisica moderna.

5.2 Radiacao de um corpo aquecido

No final do século IXX, um problema industrial na siderurgia do aco, a medicao da tem-
peratura dos autofornos siderurgicos, teve consequéncias surpreendentes. Devido a impos-
sibilidade de se introduzir um termometro no metal derretido para medir a temperatura
e melhor controlar o processo de fabricagao, surgiu a ideia de determinar a temperatura
a partir da intensidade da radiacao emitida em um pequeno orificio na parede do forno.
O forno com paredes isolantes e o metal derretido formam um sistema termodinamico em
equilibrio e a intensidade do espectro da luz emitida deveria corresponder a temperatura do
forno. A intensidade da luz emitida depende tanto da temperatura quanto do comprimento
de onda (ou da frequéncia da radiagdo) e uma grandeza representativa para cada valor de
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temperatura é a radiancia espectral, R, definida como a intensidade por comprimento de
onda da radiagao.
As curvas de radiancia espectral observadas tem o aspecto seguinte (Fig. 5.1).

R

p/ alta temp.

p/ baixa temp.

© A
Figura 5.1: Curva de radiancia espectral em um autoforno.

As tentativas de explicacao da curva de radiancia baseadas no eletromagnetismo classico
falharam. Duas teorias ficaram famosas, a teoria de Wien e a teoria de Rayleigh-Jeans
validas respectivamente para grandes e pequenos comprimentos de onda com boa apro-
ximagao. Contudo, nenhuma das teorias conseguia explicar a curva de radiancia comple-
tamente. Max Planck, em 1900, percebeu, do ponto de vista matemaético, que a teoria de
Wien poderia ser modificada para que se ajustasse aos dados experimentais. No modelo que
era utilizado para representar o forno (ou uma cavidade aquecida) foi feita a hipdtese de
que as energias possiveis para os osciladores que representam as paredes do forno tivessem
valores discretos, multiplos de um valor fundamental dependente da frequéncia de oscilacao
de acordo com a expressao

E=nhv (5.1)

onde n é um numero inteiro, h é uma constante, v é a frequéncia da oscilacao e que a
radiacao sé fosse emitida ou absorvida pelo oscilador quando houvesse uma variagao no
valor de n.

A expressao obtida por Planck reproduziu a curva experimental e o ajuste aos valores
experimentais produziu o valor da constante b = 6,6 x 10734 J.s. conhecida como constante
de Planck.

Posteriormente verificou-se que a expressao correta para a energia dos osciladores é

E:(n+%)h1/ (5.2)
sem alteragao nas conclusoes obtidas.

Essa foi a primeira evidéncia experimental de que a energia tem variacao discreta ao
invés de continua. Pergunta-se: por que nao percebemos isso no mundo macroscépico? Os
experimentos mecanicos e elétricos parecem produzir resultados coerentes com uma energia
que varia continuamente. Tomemos um exemplo tipico de um oscilador massa-mola, um
automovel com massa igual a 500 kg que oscila com uma amplitude de 5 cm e uma frequéncia
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de 1 Hz (ao passar por um buraco na rua por exemplo). A energia mecanica desse oscilador
harmonico vale

1 1
E= 5m(27rf)2A? = 5 % 500 x (2 x m)? x 0,05% ~ 24,7 J.
Pela hipétese de Planck devemos ter
E=nhv, 24, 7T=nx6,6x 1073

ou seja,
n~4x 103

que é um nuimero absurdamente grande. Como n é um nimero inteiro, sua variacao ou
incremento vale uma unidade. Portanto, a variagao relativa da energia é extremamente
pequena, da ordem de 10734, Isso é completamente imperceptivel do ponto de vista de
qualquer instrumento de medida. Por essa razao nao percebemos a natureza discreta da
energia.

Contudo, se formos para o mundo microscépico, no dominio atomico, um elétron os-
cilando e emitindo luz por exemplo, a massa é muito pequenas, (a massa do elétron vale
9,1 x 1073! kg) e a frequéncia de oscilagdo para emitir luz visfvel (verde) é da ordem de
6 x 10'® Hz com amplitudes da ordem do didmetro atdomico (1071° m). Com esses dados
obtemos um valor para n de algumas dezenas de unidade. Portanto, uma variacao de uma
unidade em n é compardvel ao préprio valor de n, sendo bastante significativa. A natureza
discreta da energia torna-se, entao, perfeitamente perceptivel.

5.3 O efeito fotoelétrico

Esse efeito consiste na emissao de elétrons por uma superficie metalica quando submetida
a incidéncia de luz. Ja era conhecido que corpos metalicos eletrostaticamente carregados
se descarregavam naturalmente mais rapidamente em ambientes iluminados do que em
ambientes escuros, principalmente quando submetidos a luz solar. Em seus experimentos
com o0s primeiros transmissores e receptores de ondas eletromagnéticas de radio, Hertz
percebeu que a emissao de faisca elétrica em seus equipamentos ocorria com maior facilidade
quando iluminados por radiagao ultravioleta do que com iluminagao normal.

Verifica-se, experimentalmente, que a incidéncia de uma onda eletromagnética de alta
frequéncia sobre uma superficie metélica arranca alguns elétrons do metal com uma energia
cinética que depende da frequéncia da onda. Verifica-se também que abaixo de uma certa
frequéncia, que depende do metal utilizado, nao ocorre o efeito fotoelétrico. Por exemplo,
a luz vermelha (670 nm) nao arranca elétrons do aluminio mas arranca no caso do sédio.
Outra observagao importante é que o efeito é instantaneo, nao decorre nenhum lapso de
tempo mensuravel entre a incidéncia da luz e a saida do elétron. Nenhum desses fatos pode
ser explicado pela teoria eletromagnética clédssica.

Para melhor estudar o efeito fotoelétrico utiliza-se um arranjo experimental constituido
por uma ampola de vidro com dois eletrodos metalicos e uma janela de quartzo transparente
a radiacdo. E feito vdcuo no interior da ampola e a radiacao sé incide em um dos eletrodos.
Externamente a ampola é formado um circuito elétrico contendo um microamperimetro em
série com uma fonte de tensdo varidvel tanto em médulo quanto em polaridade (Fig. 5.2).
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radiacdo incidente

Figura 5.2: Arranjo experimental para investigar o efeito fotoelétrico.

Sob a incidéncia da luz alguns elétrons sao arrancados do eletrodo metalico da esquerda
com uma certa velocidade inicial e alguns deles atingem a outra placa percorrendo o circuito
na forma de uma corrente elétrica que é registrada pelo micro amperimetro. Ajustando-se
a polaridade da fonte de tensao é possivel capturar ou repelir alguns dos elétrons ejetados.
Para uma tenséo positiva (placa da direita positiva com relagao a placa da esquerda) é criado
um campo elétrico entre os eletrodos que acelera o elétron ejetado em direcao ao eletrodo da
direita. Para uma tensao negativa, o campo elétrico desacelera o elétron ejetado no sentido
de impedir que alcance o eletrodo da direita.

O grafico experimental da corrente de fotoelétrons em funcao da tensao V' tem o aspecto
mostrado na figura (Fig. 5.3) para duas intensidades distintas de luz monocromadtica.

p/ luz mais intensa

p/ luz menos intensa

-V, 0‘ Vv

— aceleragdo
desaceleragao

Figura 5.3: Corrente fotoelétrica em funcao da tensao para duas luzes de mesma frequéncia
e intensidades diferentes.

Para tensoes muito positivas as curvas tendem a se horizontalizar ou saturar numa regiao
conhecida como “plateau”significando que todos os elétrons emitidos estao sendo captura-
dos. O aumento do potencial nao faz mais efeito na captura dos elétrons. Para tensoes
negativas as curvas tendem a se encontrar em um tnico ponto cuja tensao é conhecida
como potencial de parada (Vp). Nesse ponto a corrente é nula significando que o mais veloz
dos elétrons emitidos nao consegue alcancar o eletrodo da direita. O elétron é emitido com
uma certa velocidade e vai desacelerando em sua trajetéria para a direita até parar a uma
distancia infinitesimal do eletrodo sem penetra-lo sendo entao atraido de volta para o ele-
trodo da esquerda de onde foi ejetado. Observe que o potencial de parada nao depende da
intensidade da luz. A intensidade da luz sé influencia na quantidade de elétrons arrancados
por unidade de tempo para cada valor de tensao aplicada
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Para esse potencial de parada podemos determinar a energia cinética do mais veloz
elétron emitido. Pela igualdade entre a energia cinética e a energia potencial elétrica temos
Ec max — € VO~

Outra observacao experimental importante é que o potencial de parada depende da
frequéncia da radiacao incidente. Realizando a experiéncia com duas luzes de mesma in-
tensidade e cores distintas que ainda produzam o efeito temos o comportamento mostrado
na figura (Fig. 5.4). Observe que o potencial de parada para a luz azul é maior que o da
luz vermelha.

i
p/ luz azul

p/ luz vermelha

o| v

- Vo (azl) Vo (vermelho)

Figura 5.4: Corrente fotoelétrica em fungao da tensao para duas luzes de mesma intensida-
des e frequéncias diferentes.

Esse experimento pode ser repetido para luzes de diversas cores com a mesma intensidade
e o potencial de parada pode ser determinado para cada cor. Encontra-se uma relagao linear
entre o potencial de parada e a frequéncia (Fig. 5.5).

Yy

0 Vo v

Figura 5.5: Dependéncia linear entre entre o potencial de parada e a frequéncia no efeito
fotoelétrico.

No ponto em que o potencial de parada é nulo (Vo = 0) o elétron simplesmente nao
é arrancado do metal (pois nio é necessdrio nenhum potencial para frear o elétron) e a
frequéncia da radiagao correspondente é chamada de frequéncia de corte (vg). Para valores
de frequéncias menores que a frequéncia de corte nao ocorre o efeito fotoelétrico. Essa
frequéncia pode ser determinada por extrapolagao da reta do grafico experimental até o
ponto de cruzamento com o eixo das frequéncias. Para o sédio metalico a frequéncia de
corte vale 4,39 x 10'* Hz e corresponde a uma luz na regido do vermelho.

Einstein propés uma teoria que consegue dar conta de todos esses resultados experi-
mentais. Ele propos que a energia transportada e transferida ao metal pela onda eletro-
magnética estd concentrada em pequenos “pacotes” de energia, posteriormente chamados de
fétons, cujo valor de energia vale E = hv, onde h é a constante de Planck.

Quando a luz incide em um metal, parte da energia hv é utilizada para arrancar o
elétron de dentro do metal até a superficie e o que sobra aparece na forma de energia
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cinética do elétron.
hv=W+ E,

A menor energia necesséria para arrancar o elétron de dentro do metal (aqueles elétrons
que estdo mais soltos, mais préximos da superficie) é atualmente conhecida como “funcgéo
trabalho” W) e seu valor varia de substancia para substancia. Como essa energia é a minima,
sobra a méxima energia cinética possivel.

hv = WO + Ec max -

Contudo, a energia cinética maxima estd relacionada ao potencial de parada como foi an-
teriormente mencionado, portanto,

hv =Wy + eV, .'.Vb:ﬁl/*%.
e e

Ou seja, existe uma relacao linear entre o potencial de parada e a frequéncia cujo co-
eficiente angular estd relacionado com a constante de Planck e a carga do elétron. Tanto
o coeficiente angular quanto o coeficiente linear podem ser obtidos do grafico experimental
(Fig. 5.5). O valor da constante de Planck obtido por esse método coincide com o valor
obtido pelo ajuste da curva de radiancia espectral.

A teoria do efeito fotoelétrico de Einstein contradiz a teoria eletromagnética classica
ao afirmar que a troca de energia se da de forma instantanea e que a energia do féton
é dependente da frequéncia da onda. Segundo a teoria eletromagnética, a quantidade de
energia transferida da onda para o metal depende do produto da intensidade da onda (que
é proporcional ao quadrado da amplitude do campo elétrico) pelo intervalo de tempo de
exposicao de forma que o efeito nao poderia ser instantdneo nem depender da frequéncia.
A teoria eletromagnética funciona bem para frequéncias abaixo da frequéncia de corte e é
amplamente utilizada nesse dominio de validade. Contudo, quando a radiacao interage com
a matéria a nivel microscopico essa teoria perde a validade. De certa forma isso nao deve
surpreender uma vez que a teoria eletromagnética foi construida com base nos experimentos
do mundo macroscépico admitindo-se a condigao de continuidade dos meios e da matéria.
Nao hé nenhuma garantia que essa teoria também tenha validade a nivel atomico. Outros
fatos experimentais que relataremos a seguir confirmam esse pensamento. A teoria do efeito
fotoelétrico é um marco no modo de pensar a interagao entre a radiacao e a matéria.

5.4 O efeito Compton

Quando a radiacao eletromagnética de alta frequéncia, tipicamente raios-X, incide sobre
elétrons praticamente em repouso em um alvo de grafite verifica-se, experimentalmente,
que parte da radiagao é espalhada ocorrendo uma mudanga no comprimento de onda dessa
radiacao. Essa mudanca depende do angulo em que se observa a radiagao com relagao a
direcao de incidéncia. Além disso, o elétron originalmente em repouso relativo é ejetado
para fora do material em muito alta velocidade instantaneamente. A teoria eletromagnética
classica nao prevé a alteragao no comprimento de onda nem a eje¢ao instantanea do elétron.
Contudo, se considerarmos que a radiagao é composta por corpuisculos com energia h v que
se chocam com o elétron segundo as leis da mecanica relativistica, a conservagao da quan-
tidade de movimento e da energia com corregao relativistica da massa, o efeito Compton é
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totalmente explicado. A correcao relativistica da massa é necesséaria devido a alta velocidade
de ejecao do elétron.

O efeito Compon ¢ mais um argumento em favor da teoria corpuscular da radiagao nos
processos de interacao com a matéria.

5.5 Espectro de raias

A observagao com um espectrometro da luz emitida por substancias quando submetidas
a altas temperaturas ou a uma descarga elétrica evidencia que essa luz é composta por
cores, raias ou linhas discretas. A nomenclatura de raias ou linhas vem do fato de tais
aparelhos utilizarem uma dptica que contém fendas finas para melhor identificagao dos
diversos comprimentos de onda. Eo que observamos na luz emitida por um sal em uma
chama (por exemplo, o cloreto de sédio na chama de um fogéo emite luz amarela) ou em
uma lampada de vapor de mercurio ou sédio utilizada na iluminacao piblica. A cada linha
espectral estd associado um unico comprimento de onda. Esse espectro difere do espectro
continuo que normalmente observamos na luz emitida por uma lampada incandescente
comum (lampada de filamento de tungsténio aquecido).

Utilizando o conceito de fé6tons proposto por Einstein, podemos associar valores discretos
de energias correspondentes as diversas raias espectrais.

O hidrogénio é o elemento mais simples e suas linhas espectrais foram inicialmente ob-
servadas por A. J. Angstrom em 1853. Apresenta linhas espectrais que vao do infravermelho
ao ultravioleta e essas linhas aparecem na forma de grupos ou séries onde podemos perceber
um espagamento crescente entre as linhas dentro de um determinado grupo (Fig. 5.6). O
primeiro grupo estudado foi a série de Balmer (J.J. Balmer - 1885) na regiao visivel seguido
por outras séries nao visiveis mas que podiam ser registradas em peliculas fotogréficas.
Balmer era um professor de matematica e conseguiu, empiricamente, expressar os compri-
mentos de onda visiveis em uma série matematica

2

A =3645,6 x — x 10710 m, n=3,4,5,6.
n?—4
S.de Lyman S. de Balmer S. de Pashen
H [ i [ i

0 02 04 06 08 10 12 14 1,6 1,8 20
Comprimento de onda (pm)

Figura 5.6: Algumas séries de linhas espectrais do hidrogénio.

Posteriormente, em 1888, J. R. Rydberg reescreveu a formula de Balmer expressando o
inverso do comprimento de onda (1/\) como

1 1 1
X—RH(Q—Q‘E)
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onde Ry = 1,09737 x 107 m~! é chamada de constante de Rydberg para o hidrogénio.
A férmula de Rydberg foi generalizada por W. Ritz para representar as outras séries de

linhas espectrais do hidrogénio
1 1 1
=R - =
A " <m2 n2>

onde m =1en =2, 3... para a série de Lyman, m = 2 e n = 3, 4... para a série de Balmer,
m =3 en =4, 5... para a série de Pashen, m =4 e n = 5, 6... para a série de Brackett e
m=>5en =6, 7. para a série de Pfund.

A teoria eletromagnética classica nao tem como explicar os espectros de linhas carac-
teristicos dos elementos quimicos. Além disso, os modelos atomicos de Thomson e Ruther-
ford daquela época também nao eram compativeis com o espectro de linhas. Foi Bohr
quem primeiro conseguiu construir um modelo para o atomo de hidrogénio capaz de produ-
zir resultados compativeis com o espectro de linhas observado. Bohr baseou-se no modelo
das érbitas de Rutherford e na férmula de Rydberg mas introduziu duas hipéteses revolu-
ciondrias:

1. Postulou que, das érbitas previstas pelo modelo de Rutherford, somente aquelas cor-
respondentes aos estados estaciondrios com determinadas energias {Ey, F2, E3, Ey...}
podiam existir. Nos estados estaciondrios os elétrons em suas orbitas ao redor do
ntcleo nao irradiavam energia eletromagnética.

2. Postulou também que a emissao ou absorgao de radiagao eletromagnética s6 ocorria
quando havia uma transicao de um estado estacionario para outro sendo que a dife-
renca entre as energias dos estados é que definiria a frequéncia da radiacao emitida
ou absorvida de acordo com a férmula de Einstein. A frequéncia da radiagao emitida

vale
- B~ By
h
onde E; e E; s@o as energias dos respectivos estados estaciondrios e h é a constante
de Planck.

Para satisfazer a férmula de Rydberg, as energias das orbitas possiveis de acordo com o
modelo de Rutherford foram calculadas como valendo

me4

n — *m ﬁ (joules), n = 1, 2, 3...

Posteriormente, verificou-se que a quantificacdo da energia (cinética mais potencial
elétrica) da drbita era equivalente & quantificacdo do momento angular dessa 6rbita

L:n%, n=1,2 3...

Atualmente, podemos colocar essa afirmacao como um postulado equivalente na cons-
trugao do modelo de Bohr. Procederemos dessa forma, nao histérica, para desenvolver as
previsoes desse modelo de forma simplificada.

Se considerarmos um elétron girando em oOrbita circular ao redor de um ntucleo positivo
em repouso (devido & grande diferenga entre as massas) submetido & uma forga centripeta
igual a atragao Coulombiana teremos
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mv? 1 e 9 o o €2mr
= ) S.omiutrt =
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mas
L:mvr:nQ—
s
portanto
2
h emr
n — =
27 471'80
h2€0
L r=n? , n=1,2...
T m e2
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(5.3)

(5.4)

Essa expressao mostra que os raios possiveis para as érbitas sdo quantizados. Calculemos

agora a energia cinética e a energia potencial. Da equagao (5.3) temos

2 e?
mo° =
dmegr
e a energia cinética serd
2 2
mu e
Ec= = .
2 8megr

A energia potencial do elétron submetido a forga do nicleo considerando o valor zero no

infinito vale

e
E,=-—
P dmegr
e a energia total do sistema

2 2 2

e e e
EFE=E.+E,= — =— .
8megr 4dmegr 8megr

Substituindo o valor do raio da 6rbita, equacao (5.4) fica

E, = _%e;% (joules), n=1,2 3...
A diferenca de energia correspondente as dérbitas ¢ e j é dada por
4
Ei—Ejz—%(é—j%), j>i
e pela féormula de Einstein, a frequéncia da radigao correspondente sera
L |Ei — E;|  me? 1 1
i) = A T 8eZp3 iz 2

(5.5)

Os valores de i definem os nomes das séries e os valores de j definem as frequéncias
dentro da série. Por exemplo, ¢ = 1 define a série de Lyman, ¢ = 2 define a série de Balmer

etc.

O estado de mais baixa energia (estado fundamental) do 4tomo de hidrogénio é aquele
correspondente a n = 1 na equagao (5.5) resultando em F; = —13,6 eV (1 eV = 1,6 x 1071
J). O médulo dessa energia, chamado de energia de ionizagao, é a energia necessdria para

arrancar o elétron de sua érbita fundamental tornando-o um elétron livre.
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5.6 O principio da correspondéncia

Como vimos, os niveis de energia no d4tomo de hidrogénio dependem de 1/n? e podemos
observar que esses niveis tornam-se muito préximos para grandes valores de n. E de se
esperar que, para n — oo, fique dificil de se perceber a natureza discreta dos niveis de
energia. Em particular, o problema muda de discreto para continuo para energias absorvidas
maiores que 13,6 eV pois, neste caso, o elétron estard livre da atragao do nicleo podendo
ter qualquer valor de energia cinética correspondente a diferenca entre a energia absorvida
e a energia de ionizagao (13,6 eV).

E — 13, 6 eV = Ecinética

onde F é a energia absorvida pelo dtomo em eV.

Consideremos, por exemplo, a radiagao emitida por um elétron em o6rbita quantizada
de acordo com o que é previsto pela teoria eletromagnética classica. Por essa teoria, um
elétron orbitando ao redor do nicleo com uma frequéncia v deveria emitir radiacao com
essa mesma frequéncia. Essa frequéncia pode ser calculada a partir da velocidade do elétron
e do raio da drbita. Da equagao (5.3) temos que

€

Vdmegmr

Como o comprimento da érbita vale 277, a frequéncia de giro na érbita vale

v =

v €

T 2nr V16w egmr3

Porém, se o raio da érbita for quantizado de acordo com Bohr, equagao (5.4), fica

14

me* 1

V= ———

4e¢ hd n?

e essa deve ser a frequéncia irradiada classicamente.

Comparemos agora com a previsao do modelo de Bohr para grandes valores de n. De
acordo com o modelo, quando ocorre uma transicao entre dois niveis consecutivos, n e n — 1

devemos ter
me? { 1 1 ]
hv ,

T 8eZR2 [(n—12 n?
ou seja,
me* n? —(n—1)2 me*  2n—1
v = =
8e2hd (n—1)2n? 82 hd (n—1)2n?

e para grandes valores de n fica

met 2 met 1

8eth3nd  4e2h3nd’

Vemos, portanto, que para grandes valores de n a frequéncia da radiagao prevista pela
teoria eletromagnética classica para uma dérbita quantizada corresponde a frequéncia corres-
pondente a transigao entre dois niveis de acordo com o modelo de Bohr.

Isso leva ao “principio da correspondéncia” que afirma que os resultados previstos quan-
ticamente devem corresponder ao que é previsto pela teoria cldssica quando o ntmero
quantico é muito grande.
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5.7 A dualidade onda-particula

Posteriormente a Bohr, Louis De Broglie em 1924 propoe que uma particula em movimento
com uma quantidade de movimento p deveria possuir um comprimento de onda associado
que poderia ser calculado pela férmula de Einstein para o foton, £ = hv, e pelo momento
associado & radiagao eletromagnética p = E/c resultando em

v _h pois ¢ = Av. (5.6)

p - N

Por exemplo, se um elétron for acelerado entre dois eletrodos no vacuo submetidos a uma
d.d.p. de 100 V, correspondendo a uma energia cinética de 100 eV, qual serda o comprimento
de onda associado? Temos que

2,2 2

1
Ec:§mev2=mev - P S p=+2m.E..

2m,  2m,’

O comprimento de onda associado sera entao

h h 6,6 x 10734

= = z1,2x10—10m:1,2/§.
p 2m.E, 2x9,1x10731x100x 1,6 x 1019

Esse comprimento de onda é da ordem da distancia entre &tomos em um cristal simples
(NaCl por exemplo). Pergunta-se o que ocorreria se um cristal fosse bombardeado por
um elétron com essa energia? Se o elétron tiver um comportamento ondulatério, um efeito
semelhante a lei de Bragg para a difragao de raios-X deveria ser observado. Tal experimento
foi previsto em 1926 por Elsasser e verificado experimentalmente por Davisson e Germer nos
EUA e por G. P. Thomson na Escécia, incidindo um feixe de elétrons em um monocristal
de Niquel. A figura (Fig. 5.7) mostra o arranjo experimental do experimento de difragao
de elétrons de Davisson e Germer.

filamento aquecido

€ © elétron
§ + v i

canhdo de 1 < medidor
elétrons 0
\ﬂ % detector
L7y
Vvacuo —
Ni

Figura 5.7: Arranjo do experimento de difracao de elétrons de Davisson e Germer.

O detector detecta os elétrons espalhados pelo cristal e indica o resultado em um medidor
que pode ser, por exemplo, um micro amperimetro.
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Para uma posicao fixa de detector, por exemplo, ¢ = 50°, obteve-se a seguinte curva
experimental (Fig. 5.8) para a corrente no detector versus a energia cinética do elétron.
Pode-se observar o pico em aproximadamente 54 eV.

corrente
no
medidor

| ‘
40 50 60 E.(eV)
Figura 5.8: Resultado do experimento de difracao de elétrons de Davisson e Germer.

Analisemos o experimento como se fosse uma difragdo de Bragg (Fig. 5.9) num cristal

(o]
com espacamento entre planos igual & 0,91 A (valor conhecido para o niquel a partir da
difracao de raios-X).

radiagdo incidente radiagdo difratada

Figura 5.9: Geometria da difragao de Bragg pelos planos cristalinos.
Veja que
I = d sen(6)

e que a diferenga de caminhos é igual a 2. Portanto, a condigao de interferéncia construtiva
sera

21 =2dsen(f) =mA, m=1,2 3.
De acordo com a figura, os angulos 6 e ¢ estao relacionados por

180 — ¢

0+¢+0=180°, - 0 5

e para ¢ = 50° teremos 6§ = 65°.
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Calculando A temos

2 x 0,91 x sen(65°%) = A, m=1

~A=1,65A.
Mas, pela hipétese de De Broglie
1 —34 o
h _ h _ 6,6 x 10 1,66 &
P V2meE: /2% 9,1x10-31 x 54 x 1,6 x 10-19

que estd em excelente acordo com o comprimento de onda anterior.

Os comprimentos de onda calculados pela difragao de Bragg e pela hipotese de De Broglie
sao muito proximos, justificando a ideia de que existe uma onda associada a particula
com quantidade de movimento p. Contudo, nao se sabia a natureza dessa onda, onda
de que? Outros experimentos realizados, por exemplo, difracao de elétrons por uma fenda
microscdpica realizada com um feixe de muito baixa intensidade e quantidade de movimento
conhecida, uma corrente eletronica muito pequena, quase elétron por elétron, produziu um
resultado surpreendente. No anteparo, que pode ser de um material fosforescente ou um
filme fotografico sensivel pode-se observar a chegada do elétron difratado pela fenda. Ao
passar pela fenda, o elétron tem sua trajetéria desviada e chega ao anteparo produzindo
uma marca. Com o passar do tempo as marcas vao se acumulando e pode-se notar uma
figura idéntica a figura de difracdo da luz visivel por uma fenda! A diferenca é que os
elétrons vao chegando ao anteparo um de cada vez havendo posicoes de maior frequéncia
de chegada e posigoes onde praticamente o elétron nao chega. Em outras palavras, existem
regides de maior probabilidade de chegada do que outras e essas regioes mais provaveis sao
aquelas onde as marcas resultantes sdo mais escuras no filme (no filme fotografico a regiao
sensibilizada é a regido escurecida).

Nao é possivel determinar a trajetoria do elétron entre a fenda e o anteparo pois, qualquer
tentativa de determinacgao resulta em uma interagao com o elétron que destréi a figura de
difragao.

As posigoes das regioes mais provaveis para a chegada do elétron sao calculadas usando-
se a hipdtese de De Broglie para o comprimento de onda e a férmula das posi¢oes dos picos
(franja central e franjas laterais) de difragdo para a luz determinadas com esse comprimento
de onda. A chegada do elétron no anteparo é um acontecimento probabilistico havendo
regides de maior probabilidade de chegada do que outras regides. Nao ha como prever onde
um elétron, que passou pela fenda, chegard ao anteparo, apenas a probabilidade de chegar
a um determinado ponto pode ser calculada.

De todos os resultados experimentais expostos vemos que a radiagao apresenta um com-
portamento ondulatério em determinados experimentos e outras vezes um comportamento
de particula em outros experimentos. O mesmo ocorre com as particulas.

E importante notar que o resultado de um experimento é tinico, ou o comportamento é
de onda ou é de particula de modo exclusivo. E desse modo que falamos no comportamento
dual onda-particula.

5.8 O principio da incerteza de Heisenberg

A descrigao classica do estado de uma particula ou de um sistema de particulas exige
que se conhega as posicoes e as quantidades de movimento de todas as particulas em um
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determinado instante de tempo pois, somente assim, com essas condigoes iniciais, seriamos
capazes de integrar as equagdes do movimento (lei de Newton) para determinar as posigoes
e momentos em outros instantes de tempo. Essa é a esséncia da mecanica deterministica.

Pergunta-se: com que grau de precisao é possivel determinar a posicao e a quantidade de
movimento de uma particula simultaneamente? Tomemos, por exemplo, um elétron. Para
localizar a posicao desse elétron é necessario “enxerga-lo”. Por ser uma particula de massa
muito pequena o processo de visualizagao tem que ser muito delicado de modo causar a
menor perturbagao possivel. Podemos tentar localizar o elétron incidindo radiagao colimada
sobre o mesmo e observar a radiacao espalhada com o auxilio de um microscépio. Para ter
a melhor localizacao possivel devemos minimizar os efeitos de difragdo no microscopio,
reduzindo o comprimento de onda ao méaximo para reduzir a largura da figura de difracao.

Contudo, esse procedimento tem um efeito secundario, a redugdo do comprimento de
onda s6 pode ser feita com o aumento da frequéncia (A = ¢/v) e o consequente aumento
da energia do féton (E = hrv). Um féton muito energético arranca o elétron de sua posigao
transferindo para o mesmo uma grande quantidade de movimento.

Assim, vemos que os dois processos sao incompativeis. Para aumentar a precisdo na
localizacao perdemos a precisao na quantidade de movimento original. Existe um limite
natural nas precisoes dessas duas grandezas (e outras também) que é expresso pelo principio
da incerteza de Heisenberg que diz que:

“O produto das incertezas estatisticas da posicao e da quantidade de movimento asso-
ciada é maior ou igual ao valor da constante de Planck dividida por 47”

h h
AxAp, > — = — .
2Aps 2 3, h o (5.7)
onde
Ax = desvio padrao da posicao
e

Ap, = desvio padrao da coordenada = da quantidade de movimento.

E importante frisar que esse limite é uma condicao natural que nao depende do desen-
volvimento tecnolégico dos instrumentos de medida.

5.9 A funcgao de estado e a equagao de Schrodinger

Em um sistema fisico de um ou mais corpos, chamamos de estado do sistema ao conjunto
de valores de posicao e velocidade de cada corpo. Essa é a definicao do estado clédssico de
um sistema. Por exemplo, em um gas confinado em um volume, seu estado é descrito pela
posicao e pela velocidade de cada molécula do gas em cada instante de tempo. Com o passar
do tempo, o estado evolui, significando que os valores das posigoes e velocidades mudam
com o passar do tempo. Um estado pode ser representado classicamente como um ponto
no “espago de fase”. O espago de fase é um espaco n-dimensional, onde n corresponde a
quantidade de posicoes e velocidades.

De acordo com a mecanica Newtoniana, que é uma mecéanica deterministica, em principio
é possivel descrever a evolugao temporal do estado do sistema de modo preciso. Pois,
conhecendo-se as posicoes, velocidades iniciais e as forcas que agem no sistema, bastaria
integrar as equagoes diferenciais do movimento (F' = ma) para cada particula para encontrar
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o novo estado em um tempo posterior. Em outras palavras, é possivel prever a configuragao
futura a partir das condicoes iniciais.

A experiéncia mostra que nao é possivel descrever um estado microscépico (quantico)
com as varidveis posi¢ao e velocidade que usamos para o mundo macroscépico. Uma nova
concepgao para o estado foi introduzida por Schrédinger em 1926 quando ele tentava com-
preender o significado das ondas de De Broglie. Schrédinger devia apresentar um coléquio
sobre a teoria de De Broglie, por solicitacao de Debye, para que seus colegas tivessem um
melhor entendimento da teoria de De Broglie. J4 estavam sendo propostos experimentos
para verificar a veracidade do comportamento ondulatério (que foi posteriormente verificado
em 1927 por Davisson e Germer) mas a teoria ainda era incipiente.

Fazendo uma analogia com a equacao de onda do eletromagnetismo classico, Schrodinger
encontrou uma equagio para os estados estaciondrios da energia (energia constante) que
tinha a seguinte forma para uma particula de massa m e energia cinética F..

n _,

onde ¢(z, y, z) é a funcdo que descreve o estado da particula e E. é a energia cinética da
particula livre nao relativistica.

Pergunta-se: que funcao satisfaz a essa equacao?

Considere um problema unidimensional, ao longo do eixo oz, e suponha que a solugao
dessa equacao seja do tipo exponencial.

w = (e
Teremos - o2
- ax Z 2 ar _ 2
e aCe*”, 92 a“Ce a“.

Substituindo na equagao diferencial (5.8) com

82
V3() = @()7
B2 0%
am o2 Y
fica 12
*%QQZb:Ecl/)
Mas,
2
'Y
B =X
°7 2m
h2 0 p2
R T
2
.o 2_ P _,..p
L = ou alezzi—_z.

A solucao serd entao a combinacédo linear de duas funcbes exponenciais

S Cieth® 4+ 02671'%1, C = constante. (5.9)
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Observe que na equagao diferencial (5.8) escrita como

hQ aQw - p2

om0z %w

podemos dizer que o operador diferencial associado ao momento p é dado por

D —iﬁ% (5.10)

uma vez que a aplicacdo sucessiva p? corresponde a

0 0
2 S I S
p* < —ih ( ih )

_ —h2 82

ou

2 232
—i°h"——=
P Ox?

5.10 A equacao de Schrodinger dependente do tempo

Posteriormente, a equacao de Schrodinger foi generalizada para as situacoes em que a energia
cinética da particula ndo é mais constante (caso ndo estaciondrio), situagdes envolvendo
também a energia potencial devido a um campo de forgas varidvel no espaco e no tempo.

Nesse caso, a funcao de estado evolui no tempo e no espago de acordo com a equagao
diferencial (para problemas unidimensionais) seguinte:

R Pl
2m  Ox?

+ Vi(x,t)(z,t) = zh% (5.11)
onde V (z,t) é a energia potencial da particula.

E muito importante frisar que essa equacao diferencial envolve uma segunda derivada em
relagao ao espago e uma primeira derivada em relagao ao tempo sendo, portanto, diferente
da equacao diferencial de onda eletromagnética classica.

Essa equagao pode ser “construida”a partir da energia

P2
E=2 ¢
2m + V(1)

ou
2

B p(a,t) = 5~ b(at) + V(e,t) vla,)

fazendo-se a hipétese que p e E podem ser substituidos pelos operadores diferenciais se-
guintes:

0
<~ —th—
p ‘ ox
¢ )
FE < ih—.
ot
Fica entao

L oY(x,t) h? 9% (z,t)
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A fungao de estado que satisfaz a equagao de Schrodinger acima mencionada nao re-
presenta nenhuma variavel fisica do sistema apesar dela carregar as informagoes sobre o
sistema.

A interpretacdo de M. Born para essa funcao é que o médulo da funcgao elevado ao qua-
drado representa a densidade de probabilidade (probabilidade por unidade de comprimento)
da particula ser localizada em um ponto do espago. O produto |¢(z, 1f)|2 dz informa a proba-
bilidade da particula ser encontrada entre z e x + dz. Note que |¢(z, t)|2 = Y*(x, t)Y(x,t),
onde 1*(x,t) é o complexo conjugado de ¥(x,t).

Como a particula deve ser encontrada em algum lugar entre —oco e +00, a soma de todas
as probabilidades nesse intervalo deve ser igual a unidade, ou seja,

+oo
[ [ (1) d = 1. (5.12)

Essa condicao é também conhecida como condi¢ao de normalizagao.
O valor médio ou valor esperado, < f(x,t) > de uma varidvel fisica f(x,t), pode ser
determinado a partir das probabilidades como

+oo +oo

(e, ) f( t)de = / 6 (2, 1) f (2, 1) Wz, )

—0Q0

< f(z,t) >:/

—00



