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Apresentacao

Esse texto versa sobre o conteuido da disciplina Fisica Bésica II e é baseado nas aulas que
ministrei ao longo dos anos.

Trata-se de um texto introdutdrio onde sao apresentados e sintetizados alguns conceitos
bésicos e necessarios aos estudantes dos cursos de Fisica. Os topicos sao apresentados de
maneira direta e objetiva enfatizando a conceituagao.

O capitulo 1 inicia com os conceitos béasicos sobre as oscilagoes em um oscilador massa-
mola com énfase na conservacao da energia mecanica. Discutem-se também outros tipos de
osciladores.

Em seguida, no capitulo 2, introduz-se a no¢ao do fenémeno ondulatério com as ca-
racteristicas gerais de uma onda e descreve-se a funcao matematica que a representa.
Apresentam-se a onda em uma corda, o conceito de onda estaciondria e sua aplicacao
nos instrumentos musicais.

No capitulo 3 é abordado o conceito de fluido e escoamento bem como situagoes relaci-
onadas & hidrostdtica e a hidrodindmica. Apresenta-se um exemplo interessante das forcas
aerodinamicas nas asas de um aviao.

O capitulo 4 é dedicado a fisica do calor. Explora-se a nogao do equilibrio térmico, do
conceito de temperatura, da termometria, da dilatacao dos corpos e da conceituagao do
calor. Discutem-se as trés leis da termodinamica e as aplicagoes nas maquinas térmicas.

Todas as criticas e sugestoes serao bem vindas e analisadas com a finalidade de corrigir
erros e omissoes para que as futuras versoes possam vir melhoradas.

Salvador, julho de 2015
Newton Barros de Oliveira.

(newton@ufba.br)






Capitulo 1

Oscilacoes

1.1 Definicao

Definimos a oscilagao como um fenémeno fisico onde ocorrem trocas de duas ou mais formas
de energias reversiveis de modo alternado mantendo constante a energia do sistema.

Exemplos:

e Um balanco ou um péndulo simples sem atrito. Existe troca entre a energia cinética
e a energia potencial gravitacional.

e Um oscilador massa-mola linear, horizontal e sem atrito. Existe troca entre a energia
cinética e a energia potencial elastica.

e Um oscilador massa-mola linear, vertical, no campo gravitacional e sem atrito. Existe
troca entre a energia cinética, a energia potencial elastica e a energia potencial gravi-
tacional.

e Um oscilador composto por um pistao de massa m que comprime um gas e é pu-
xado por uma mola no interior de um cilindro termicamente isolado do exterior. O
pistao também ¢ isolante, estd sob efeito do campo gravitacional e desliza sem atrito
(Fig. 1.1). Energias envolvidas: energia cinética da massa, energia potencial eldstica,

Figura 1.1: Oscilador de compressao de um gas por um pistao de massa m no campo
gravitacional e puxado por uma mola em um cilindro termicamente isolado.

energia potencial gravitacional e energia interna do gés.

9
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e Oscilador LC (indutor-capacitor). Nesse oscilador, oscilam as cargas elétricas em um
capacitor e em um indutor e oscila a corrente elétrica (i = dg/dt). Existe troca entre
a energia armazenada no campo elétrico e a energia armazenada no campo de indugao
magnética.

Nos sistemas mecanicos, para haver oscilagao é necessario existir uma forc¢a restauradora.
Partindo de uma condigao de equilibrio estatico onde a resultante das forgas que agem no
sistema seja nula, se o sistema for retirado dessa situacao de equilibrio por um agente
externo, deverd aparecer uma forga interna com um sentido tal que tenda a levar o sistema
de volta a situacao de equilibrio estatico. Essa forca é dita restauradora.

Todo sistema deve ser descrito por um conjunto de variaveis que permitam descrever
o estado em que o sistema fisico se encontra. Tal estado estd associado a uma ou mais
formas de energias. Por exemplo, em um sistema de uma tnica particula de massa m em
movimento retilineo e uniforme, basta a varigvel velocidade (v = dx/dt) para descrever o
estado de movimento (energia cinética constante). A varidvel posigao (x) néo estd associada
a nenhuma forma de energia nesse caso. De modo semelhante, uma particula que gira no
plano horizontal em uma trajetéria circular com velocidade constante pode ter seu estado
de movimento descrito pela frequéncia angular w = df/dt uma vez que a energia cinética
estd associada a essa variavel.

Se considerarmos agora uma mola ideal com constante elastica k, seu estado sera descrito
pela variavel elongacdo, deformagao ou mesmo a posicao de uma de suas extremidades, se a
outra for fixa, uma vez que a energia potencial eldstica esta associada a apenas essa variavel.
Como a mola é ideal, sem massa ou massa desprezivel, nao ha energia cinética associada e
a variavel velocidade nao descreve o estado de energia do movimento.

1.2 Oscilador massa-mola

Tomemos agora o oscilador massa-mola sem atrito. Duas varidveis sao necessarias para
descrever o estado de energia do movimento. Uma varidvel de posicao para descrever a
energia potencial elastica e uma variavel de velocidade para descrever a energia cinética.

A energia potencial eldstica de uma mola é a energia que a mola armazena quando
comprimida ou esticada além de sua posicao natural ou relaxada. Por defini¢ao, essa energia
corresponde ao trabalho executado por um agente externo para comprimi-la ou para estica-
la.

Consideremos a varidvel x para medir a posicao do extremo da mola, além do seu estado
natural relaxado (z = 0). Podemos convencionar z positivo quando a mola for esticada e
negativo quando for comprimida, figura (Fig. 1.2).

Para esticar a mola, o agente externo precisa aplicar uma forga F.,; = kx?, onde k
¢ a constante eldstica da mola (k > 0). A mola exerce sobre o agente externo uma forga
contraria F ., = —k zi.

O trabalho infinitesimal d Wexecutado pelo agente externo para esticar a mola em um
pequeno intervalo dl é o produto da proje¢ao da forca na direcao do deslocamento vezes o
deslocamento

dW =Fyp - dl
que neste caso é

-~

AW = kzi-dxi=kzda. (1.1)
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Figura 1.2: Mola relaxada e mola esticada.

Para deslocar o extremo da mola de zero a uma posicao x = x1, teremos que somar
todos esses trabalhos infinitesimais,
x
! z? 1,
=Rz 70 =k
0

T=T1 $2
W = / kxdr=k —
=0 2
De modo geral, para esticar a mola de 0 a um x qualquer podemos escrever

1
wnzikx% (1.2)
ou seja, a energia potencial elastica vale
L, o
Ep = Eka: . (1.3)

Observe que essa energia independe do sinal de z, quer dizer, independe se a mola é
esticada ou comprimida do mesmo valor |x|.

Agora, consideremos que essa mola esteja conectada uma massa m. Se essa massa estiver
em movimento sob o efeito da mola, por exemplo, se vocé esticou a mola presa a massa e
soltou o conjunto, ou mesmo, se vocé deu uma pancada na massa, ou ainda, se a massa
vinha em movimento e ligou-se a mola, haverd também energia cinética associada a massa,

2
1 1 dx
Ec=-mv? == — | .
c= My fn(ﬁ)
Essa energia também nao depende do sinal da velocidade, a massa pode estar indo ou vindo.

Se admitirmos a hipStese de que a energia mecénica (Er, energia total) se conserva (é
constante)

Ep + Ec = Ep = cte,
que pode ser a prépria energia inicial, teremos

1 1 [dz\?

Observe, de imediato, que se a energia total for zero, a massa estard obrigatoriamente
parada e na origem, pois a soma de dois niimeros reais positivos s6 é zero se ambos forem
Z€ro.
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Entao, para uma energia total ndo nula, perguntamos: Que tipo de movimento é com-
pativel com essa equacao? Como deve ser x(t)?

Observe ainda que algumas conclusoes podem ser tiradas mesmo se nao soubermos z(t).

Veja que, da equacao (1.4), temos

dx (2B — k22
— =t — 1.5
dt m (1.5)

Portanto,

1. A velocidade é nula em

T =x\— (1.6)

e como a velocidade é um numero real, pois é uma grandeza fisica, esses sao os valores
extremos de z.

2. O maximo valor da velocidade ocorre em x = 0, podendo ser positiva ou negativa
(indo ou vindo) e vale

d
il I j:\/—2ET.
dt max m

Exercicio:

Dé valores para Ep, k, m e faga o grafico de v X z.

Tentemos agora determinar x(t) compativel com a equagao (1.4). Se derivarmos essa
equagao com relacdo ao tempo teremos:

i dx L dr d*x 0
T—+m——= =
dt dt dt?
ou 2 )
x d°z
Em outras palavras, a forga resultante é igual a forga aplicada pela mola. Ou ainda
d*x k
— = ——u. 1.7
dt? m” (17)

Estamos perguntando que tipo de funcao z(t) tem a segunda derivada com relagdo ao
tempo proporcional a prépria fungao com o sinal trocado? Somente a fungao senoidal ou
cossenoidal tem esse tipo de comportamento!

Se ¢ fosse uma varidvel adimensional, © = sen(¢) (ou & = cos(t)) seria coerente com a
troca de sinal mas sé satisfaria a equagao (1.7) se k/m = 1, vejamos;

T . d?z
— = cos e —
dt dt?

= —sent
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ou
d’z _
"
que é a equagao (1.7) com k/m = 1.
Contudo, t tem dimensao de tempo e s6 se pode calcular seno de um angulo que é um
ntimero puro, além do fato de k/m nem sempre ser igual & unidade.
Vamos entdo multiplicar ¢ por uma constante que tenha unidade de &ngulo/tempo,
chamemos essa constante de wy.
Ficaremos com

dz d*z 9

x = sen(wo t), o T cos(wot) e Vil —wisen(wot) = —wi z.

Se compararmos com a equagao (1.7) veremos que w3 deve ser igual & k/m. Portanto

wo =+ % (1.8)

Na verdade, se adicionarmos uma constante ¢ & wot, a funcdo x = sen(wpt + ¢) continua
a satisfazer & equagdo (1.7) com o mesmo valor de wyg = ++/k/m. Isso permite ajustar o
valor de x(t) em t = 0, ou seja, deslocar a fungéo sen(wot) para a esquerda ou para a direita
(¢ positivo ou negativo, respectivamente). Por exemplo, se ¢ = 7/2, teremos

x = sen(wot + g) = cos(wot).

A figura (Fig. 1.3) mostra a fungdo senoidal deslocada de ¢.

X

4] ° \/ o
AN

Figura 1.3: Funcao senoidal deslocada.

Resta ainda um problema, a solu¢do x = sen(wot + ¢) estd limitada entre -1 e 1 e a
equagao (1.6) nos indica que o valor maximo de z é y/2Er/k. Acontece que uma constante
multiplicativa A tal que x = Asen(wot+ ¢) ainda faz com que a equagao (1.7) seja satisfeita
com o mesmo valor de wy. Vejamos:

d d?
d—:; = Awg cos(wot + ¢) e E;E = —Awg sen(wot + ¢).

Mas, pela equagéo (1.7), fica

k
—Awl sen(wot + ¢) = - Asen(wot + ¢)
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k
=k
m

Como A é o valor maximo que z pode ter, deveremos ter

2Er
A=y—,.
kj’
[2F [k
Lx = TTsen(wot—i—qb), wo =/ (1.9)

Perguntamos ainda, qual deve ser o valor de ¢? O que é que determina seu valor?
Observe que ¢ pode ser determinado pela expressao (1.9) se conhecermos o valor de z em
algum instante de tempo ¢, normalmente em ¢ = 0 (inicio do movimento).

(0) = \/? sen(¢) .. ¢ = arcsen Wg z(0)> .

x = Asen(wot + ¢),

Em resumo:

A = amplitude do movimento, w = frequéncia angular em rad/s, wot + ¢ = fase em rad,
¢ = fase inicial em rad.

Podemos agora verificar de que forma ocorrem as variagoes de energia potencial e
cinética.

1 1
E, = 5k332 = 5]{;/12 SeIlQ(OJot + ) (1.10)
1 dx k
EC — §m'l)2, V= E = Aw() COS(WOt‘i’(z))a W(2) = E
1
E, = 3 A? k cos® (wot + ¢). (1.11)

Observe que a energia mecanica total Fr = E. + L, vale

1 1
Er = 3 k A% [cos(wot + @) + sen?(wot + ¢)] = 3 k A?

2F
A=y T
que coincide com o resultado anterior.

Os gréficos das energias em func¢do do tempo estdo mostrados na figura (Fig. 1.4).

1.2.1 Oscilador com atrito

Consideremos agora um oscilador cujo comportamento é mais préximo do que ocorre na
realidade. Vamos levar em conta a presenga do atrito.

O atrito pode ocorrer nas mais diversas formas, pode ser o atrito entre as superficies
s6lidas em contato ou mesmo o atrito entre o objeto oscilante e o ar que o circunda (ou um
fluido qualquer).

O atrito entre as superficies sdlidas produz uma forca de atrito praticamente constante
em médulo (F, = pN) independente da posigdo e da velocidade do movimento. J& o
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o Ept /p

Figura 1.4: Energias cinética e potencial do oscilador massa-mola.

atrito entre um corpo e um fluido produz uma forga de atrito que depende da velocidade,
tipicamente proporcional & v ou & v2. Por exemplo, v no caso de uma pequena gota de
dgua no ar e v? no caso de um foguete ou avido. Em qualquer caso, a forca de atrito
é sempre oposta ao sentido do movimento e o atrito produz calor, energia perdida, nao
reversivel. Como consequéncia, teremos uma redugao gradual da energia mecanica se nao
houver reposicao, por um agente externo, dessa energia perdida. Podemos afirmar que a
energia mecanica deverd decrescer ao longo do tempo

E.+ E, = Ep(t)

de acordo com uma funcao Ep(t) que dependerd da forma do atrito.

Baseando-se na experiéncia e na intuicao, um oscilador massa-mola ou mesmo um
péndulo deverd oscilar com uma amplitude que decai ao longo do tempo, se as condigoes
do atrito permitirem o sistema oscilar, como é normalmente observado. Contudo, o atrito
pode ser tao intenso que o sistema nem chegue a oscilar e ocorra apenas uma relaxagdo para
a condigao de equilibrio estatico como as vezes observamos. Nao trataremos desse caso.

A forma com que a amplitude decai no tempo s6 pode ser determinada pela resolucao
da equacao diferencial do movimento. No caso do atrito viscoso proporcional a veloci-
dade F, = —yv, com um coeficiente de atrito v pequeno, a amplitude da oscilacao decai
exponencialmente no tempo produzindo uma oscilagao amortecida da forma

r=Ae Ttsen? (W't +¢), W = LA (l)Q
m 2m
cujo gréfico pode ser visto na figura (Fig. 1.5).

A frequéncia angular w’ da oscilagdo é menor do que a frequéncia angular do oscilador
livre, ou seja, o atrito também faz com que o sistema oscile mais lentamente além de
contribuir para o decaimento da amplitude da oscilacao. Essa solucao é conhecida como
solugao transitéria ou transiente.

Quando a constante de atrito é pequena,

2
(L) < k
2m m

a frequéncia angular da oscilacao é praticamente igual a frequéncia angular da oscilagao
livre e o decaimento da amplitude se da muito lentamente. Esse é o caso dos osciladores
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Figura 1.5: Oscilacao amortecida do oscilador massa-mola.

utilizados na marcagdo do tempo (péndulos, volante de inércia, osciladores de quartzo dos
relégios de pulso modernos, etc.).

As energias instanténeas (em fungao do tempo) dos osciladores amortecidos sdo fungoes
relativamente complexas para analisar. Contudo, no caso do baixo amortecimento, a energia
mecanica média em uma oscilagao toma uma forma simples:

— Xt
< BEr >=e" ™" Epicial

representada no grafico da figura (Fig. 1.6). A energia média em cada oscilagdo vai dimi-
nuindo com o passar do tempo.

<E,>
E

inicial

3) ‘ + + + i t

Figura 1.6: Decaimento da energia média do oscilador massa-mola com baixo amorteci-
mento.

A “qualidade” de um oscilador é medida por um nimero, o coeficiente de qualidade @
que compara a energia média com a energia perdida durante uma oscilacao.

energia média

energia perdida em uma oscilagao

Um péndulo de relégio, por exemplo, tem ¢ > 15, um oscilador a quartzo tem @ > 500
enquanto que um automével novo tem @ < 1 (ndo deve oscilar!).

1.2.2 Oscilador forgado

Vimos que a tendéncia de um oscilador com atrito é diminuir a amplitude da oscilacao
com o passar do tempo, com uma frequéncia angular prépria que depende dos valores
dos parametros k, m, e v. Consideremos agora que um agente externo aplique uma forga
periddica de intensidade e frequéncia conhecidas ao objeto oscilante sob o efeito do atrito.
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Para simplificar o raciocinio, vamos considerar uma forga externa senoidal
Feyt = Fosen(wt),

com Fjy e w conhecidos, que sera aplicada ao oscilador a partir de um certo tempo, digamos,
a partir de ¢ = 0. Nesse momento é possivel que o oscilador ja se encontre em movimento
ou mesmo que esteja em repouso.

Caso o oscilador ja esteja em movimento, com sua frequéncia propria, a aplicagao da
forca externa pode atrapalhar, inicialmente, a oscilacao devido ao fato de sua frequéncia
e fase nao coincidirem com a frequéncia natural da oscilagao. Durante um certo intervalo
de tempo o movimento serd um tanto complicado até que o sistema venha a oscilar com a
frequéncia da forca externa.

Caso o oscilador esteja em repouso no instante que a forga externa comega a atuar,
o sistema comeca a oscilar com uma frequéncia nao muito bem definida, pois esse tende
a oscilar com sua frequéncia natural enquanto que a forga externa tem uma frequéncia
diferente. Novamente, um certo intervalo de tempo ocorrerd até que o sistema oscile com a
frequéncia da forca externa.

Em qualquer caso, o deslocamento da massa oscilante pode ser obtido como a super-
posigao de dois deslocamentos. Um devido & oscilagdo prépria amortecida (na auséncia de
forga externa) e outro deslocamento forgado imposto pela forga externa.

x(t) = x1(t) + x2(t).

O primeiro, z1(t) ja foi determinado anteriormente,

2
z1(t) = Ae 7 tsen(w't + ¢), W' = %7<%)

o segundo, z5(t), normalmente é do mesmo tipo da excitagao externa,
x2(t) = zo sen(wt + «)

com amplitude xy e possivelmente defasado por «. Tanto a amplitude como a fase ini-
cial devem depender da frequéncia da forga externa pois o sistema quer oscilar com sua
frequéncia propria e a forca externa pode estar atrapalhando a oscilagao natural.

Com o passar do tempo, a primeira parte da solugdo, x1(t), tende a desaparecer (solugao
transitdria) e a segunda, x2(t), permanece (solu¢do permanente) de forma que, para tempos
longos t >> T' = 2w /w’, podemos considerar que

z(t) = xo sen(wt + «).

Quando a frequéncia da forga externa é muito diferente da frequéncia prépria, esperamos
obter uma amplitude de oscilagao pequena uma vez que a forca externa atrapalha a oscilagao
natural. Quando a frequéncia da forga externa é préxima da frequéncia propria, a forga
externa ajuda o sistema a oscilar e a amplitude da oscilacao é grande. Esse fenémeno é
denominado “ressonancia’.

A méxima poténcia média transferida para o oscilador (e dissipada pelo atrito) ocorre
quando a frequéncia da forca externa é igual a frequéncia natural. Em termos da frequéncia

angular
[k
W =wpy = —.
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Em geral, a maxima amplitude da oscilacao ocorre quando w é préximo de wgp, mas, no
caso de pouco atrito, ocorre quando w = wy.

Na pratica, a ressonancia mecéanica pode ser um fenémeno perigoso pois pode destruir
um sistema mecénico (maquina, por exemplo) rapidamente. Veja o caso da ponte de Ta-
coma. Em helicépteros, determinadas frequéncias de rotacao do motor devem ser evitadas
para nao excitar oscilagoes ressonantes da estrutura. Vocé ja deve ter presenciado a res-
sonancia induzida por vibragoes de baixa frequéncia de um motor em um 6nibus urbano
quando o motor estd em muito baixa rotagao, a estrutura do 6nibus vibra bastante. Feliz-
mente, essa vibragao é de baixa frequéncia e desaparece assim que o motor é acelerado.

Aplicagoes dos osciladores:

1. Marcagao do tempo (baixo amortecimento), péndulo simples, volante com mola espi-
ral, oscilador a quartzo, etc.

2. Geragao de ondas de radio, televisao e sintonia das estagoes.

3. Oscilagdo mecénica para solda de pldsticos por producao de calor localizado (ultra-
som e radio frequéncias) e limpeza de pegas.

4. Automével como um oscilador com alto amortecimento.

Vejamos outras situacoes envolvendo osciladores.

1.3 Péndulo simples em pequenas oscilacoes

O péndulo simples (massa concentrada no extremo de um fio flexivel e inextensivel) é um
exemplo de um oscilador nao harmoénico quando oscila em grandes oscilagoes mas que pode
ser aproximado por um oscilador harmonico simples para pequenas oscilagoes.

A forca restauradora em um péndulo simples é tangencial ao circulo descrito pela massa
em oscilacao e aponta no sentido oposto ao crescimento do angulo # como mostra a figura
(Fig. 1.7).

Figura 1.7: Péndulo simples em oscilagao.

Fy = —mgsen(6)
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Se a oscilagao for pequena (6 << 1 rad) a forga estard praticamente na horizontal, paralela
a0 eixo or e podemos aproximar Fy =~ F,. Além disso, nessa mesma condigao,

x
sen(f) = 7
Teremos entao
x mg
Fr=—-mg-=——=x
l l
e comparando com o oscilador massa-mola onde F, = —kx vemos que k é equivalente a

mg/l. Sendo assim, a frequéncia angular da oscilagio wq serd
V=it
w, = — = =
m l

l
ng sen(wot + ¢), ¢ = arcsen { 27251 :E(O)] . (1.12)

Exemplo:

Um péndulo com massa m = 100 g e comprimento [ = 1 m é largado de uma posigao x = 5
cm, veja a figura (Fig.1.8). Escreva a equacao da posigao z(t) baseando-se em consideragoes
das energias potencial e cinética.

IcosO,

i

0,

-7

‘
- )
o X, X

Figura 1.8: Posigao inicial de um péndulo simples em oscilagao.

Como o péndulo é largado em sua posicao inicial, a energia total é a prépria energia
potencial gravitacional inicial. Com os dados do péndulo podemos calcular o angulo inicial
Hi:

senf; = % = % =0,05 .. 6; =arcsen0,05 ~ 0,05 rad << 1 rad.

A energia total serd
Er=mgh, h=1—-1cos; =1(1—cosb;).

Mas para angulos pequenos podemos escrever

1
f~=1-— =62
cos 5
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Portanto 1
2
Er=mgl|l—(1- =62 0; ~ -
pmatfi-(1-g01)]. a3

1 rzi\2 mgl
Er = _(_’) — I~ 2
r=mgls (7 [ 2%

Comparando com a energia potencial do oscilador massa-mola vemos novamente que

ou

mg 1

k= .
l 2

De acordo com a equagdo (1.12) a posigao serd descrita por

oma L2y [ mg
| 2
xr = ———sen(wyt + = arcsen ———— x,;| = arcsen(1
g ( 0 ¢)a ¢) leg%.f?l 7 ( )

x = x; sen(wot + g) = x; cos(wpt) = 0,05 cos(v'10t) = 0,05 cos(3, 16t) m.

ou

1.4 Peéndulo fisico

Nesse tipo de péndulo a massa nao estd concentrada na extremidade e sim distribuida ao
longo do péndulo. Por exemplo, uma régua de madeira pendurada por um furo préximo de
uma extremidade e posta para oscilar. Como a massa estd distribuida ao longo do corpo,
nao podemos atribuir uma forga gravitacional agindo no extremo do péndulo pois essa forga
age em cada pequeno elemento de massa do corpo. Contudo, é possivel encontrar um ponto
médio e considerar que a forga gravitacional estd unicamente aplicada nesse ponto como se
toda a massa estivesse ali concentrada. Esse ponto é chamado de centro de gravidade. A
figura (Fig. 1.9) representa essa situagdo e a distancia [ é a distancia do centro de rotagao
ao centro de gravidade (C.G.).

y 4 centro de rotac¢do

Figura 1.9: Péndulo fisico em oscilagao.

A forga restauradora vale
Fy = —mgsen(6)



Fisica Bdsica I 21

e essa for¢a produz um torque restaurador
T=—mgsen(d)l

que nao ¢ linear em 0. Portanto, a oscilacao nao é harmonica simples. Contudo, para
pequenas oscilagoes, sen(f) ~ 6 e o torque serd

T=—-mglb.

Como a massa do corpo esta distribuida, cada pedago do corpo estara executando uma
oscilagao e descrevendo um arco de circulo. Cada pedago do corpo se comporta como um
péndulo simples sujeito a condigao de que todos os pedacos sao obrigados a oscilar com a
mesma frequéncia angular, pois o corpo é rigido.

Pode-se mostrar que para um corpo rigido sujeito a um torque resultante 7 vale a
expressao

d?o
T=1 -
dt
onde I é o momento de inércia com relacao ao centro de rotagao.

Sendo assim, teremos para o péndulo fisico em pequenas oscilagoes

d?6 d?6 magl
- 10=1— == =——0.
me at? at? i
Comparando com com a equagao do movimento do oscilador massa mola
d*x 9
ﬁ = —Wy T,

vemos que a frequéncia angular de oscilagao para o péndulo fisico sera

mgl
wo =4/ ——.

I

1.5 Osciladores acoplados

E possivel ter um sistema oscilante composto por varias massas interligadas por molas, nao
necessariamente iguais, como na figura (Fig. 1.10).

Figura 1.10: Osciladores massa-mola acoplados.

Ou mesmo um conjunto de péndulos com comprimentos diferentes e interligados como
na figura (Fig. 1.11).

Esses sistemas sao chamados de osciladores acoplados e existem muitas formas possiveis
de oscilagao (modos de vibracdo) com diferentes frequéncias e a energia é constantemente
redistribuida entre os diversos elementos oscilantes na maioria dos casos. Um exemplo
simples (Fig. 1.12) com duas massas e trés molas idénticas ilustra alguns desses modos de
vibracao.

Modos de vibragao:
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Figura 1.11: Péndulos acoplados.
k k k

N/
085 0% 05

Z
L

Figura 1.12: Dois osciladores massa-mola acoplados.

1. As duas massas oscilam em fase com a mesma amplitude mantendo a mola central
relaxada. Para cada massa a frequéncia angular de oscilacdo é wg = \/k/m.

2. As duas massas oscilam em oposicao de fase, com a mesma amplitude, esticando e
comprimindo a mola central e mantendo o centro desta mola em repouso. Para cada

massa wy = +/3k/m.

3. Caso geral: As duas massas oscilam com amplitude varidvel no tempo e a energia é
constantemente redistribuida entre as massas.



Capitulo 2

Ondas

2.1 Definicao

Perturbagdo de uma propriedade de um meio material ou ndo (vdcuo) que propaga de um
ponto a outro do espaco durante um certo intervalo de tempo.

Exemplos

e Onda na corda, na mola ou no mar. A propriedade é o deslocamento de um ponto
material do meio.

e Onda sonora ou som. A propriedade é o deslocamento de uma particula do meio ou
entao uma variagao da pressao no caso do meio ser um gas.

e Onda de calor. A propriedade pode ser a temperatura do meio ou mesmo uma per-
turbagao na energia interna.

e Onda eletromagnética no vacuo. As propriedades sao os vetores E e B do campo
elétrico e do campo de inducao magnética. Os dois vetores sao acoplados.

Os trés primeiros exemplos referem-se a ondas que necessitam de um meio material para
a propagagao. Sao chamadas de ondas mecénicas. O ultimo exemplo (onda eletromagnética)
nao precisa de meio material para propagar, propaga no vacuo e por isso nao é uma onda
mecanica.

Em uma onda mecanica nao existe transporte de matéria de um ponto a outro do espaco.
Existe apenas uma oscilagao da matéria.

As ondas podem ser do tipo transversal, longitudinal ou mista. Na onda transversal,
o deslocamento ou variagdo da propriedade ocorre em dire¢ao perpendicular (transversa)
quando comparada com a direcao de propagacao da perturbagao. Por exemplo, onda na
corda e onda eletromagnética no vacuo. Na onda longitudinal, o deslocamento do ponto
do meio material ou variagao da propriedade, ocorre em uma direcao paralela a direcao
de propagagdo da perturbagdo. Por exemplo, onda actstica (som) em um géds ou em um
sélido eldstico e onda de compressao em uma mola. Na onda mista os modos transversal
e longitudinal ocorrem simultaneamente e uma particula do meio descreve, em geral, um

23
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movimento eliptico enquanto a perturbacao propaga. Um exemplo cléssico é o de uma onda
sismica que propaga na interface (superficie) solo-ar.

Em alguns meios é possivel propagar ondas dos tipos descritos de modo simultaneo, por
exemplo, as ondas sismicas na terra podem ocorrer nas trés formas citadas.

Normalmente, as diversas formas de ondas propagam com velocidades distintas no
mesmo meio, sendo a onda longitudinal a mais veloz. Nas ondas mecanicas, a velocidade
de propagacao depende das propriedades do meio como, densidade, propriedades elasticas,
tragao, etc. e muitas dessas propriedades variam com a temperatura. No caso da onda ele-
tromagnética no vacuo, nao existem propriedades materiais, porém existem propriedades
associadas aos campos elétrico e magnético que sao intrinsecas do vacuo e que estabelecem
a velocidade de propagacao. Essa propriedades sao a permissividade elétrica e a permeabi-
lidade magnética respectivamente.

Em uma onda eletromagnética em um meio, no ar, num plastico, num vidro ou mesmo
na agua, essas propriedades elétricas e magnéticas estao associadas ao meio em questao,
contudo, nao se conhece nenhum meio material que propague uma onda eletromagnética
com velocidade superior & velocidade de propagagao no vacuo.

As ondas podem ser ou nao ser periédicas no tempo e no espago. Dizemos que uma onda
é periédica quando a perturbagéo se reproduz em intervalos constantes (periodo) tanto no
tempo quanto no espago. A onda é nao periédica ou solitaria em caso contrario.

O conceito de propagacao ondulatéria envolve a dimensao espacial e temporal. A onda
deve ser visualizada nessas duas dimensoes. A representacao matemdtica de uma onda
envolve uma funcdo de, pelo menos, duas variaveis, uma espacial e uma temporal. A varidvel
espacial pode ser escrita em qualquer sistema de coordenadas: cartesiano, cilindrico, esférico
etc. e, no espaco tridimensional, utilizamos trés coordenadas para localizar um ponto. Por
simplicidade consideraremos apenas uma onda unidimensional na varidvel espacial, por
exemplo, uma onda que propague na direcao do eixo ox com o passar do tempo. Essa onda
serd descrita por uma funcao f(z, ).

E possivel “congelar” uma das varidveis deixando a outra livre para variar. Por exemplo,
quando tiramos uma fotografia de uma onda que propaga no sentido crescente do eixo oz,
estamos congelando a varidvel tempo, pois a fotografia representa a onda naquele deter-
minado instante de tempo, ¢t = cte (constante). Portanto, a onda nessa foto serd descrita
pela fungao f(zx, cte) cuja variagdo dependerd apenas da varidvel espacial z. Uma outra
fotografia tirada em um tempo posterior mostrara essa perturbacao deslocada para a direita
como representado na figura (Fig. 2.1).

S, 1) Sx, 1)

ol X, X ol X, X
Figura 2.1: Um pulso em uma corda em dois instantes de tempo.

Suponha que a onda propague com velocidade constante v e que mantenha sua forma
durante a propagacao. Para que a forma da onda seja a mesma para todos os valores de z
em t = to € necessario que as varidveis x e t estejam relacionadas entre si. Um determinado
ponto da onda, digamos seu pico, percorreu uma distancia o —x1 = v(t2—t1) e 0 argumento
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da fungéo f(x, t) deve ter permanecido o mesmo para que a fungéo tenha o mesmo valor,
ou seja, f(za, t2) = f(x1, t1) = f(cte.). Como z e t cresceram durante a propagacao, a
forma de fazer com que o argumento fique constante para que observemos o mesmo valor
da perturbagao é impor que o argumento da funcgao seja x — vt. Dessa forma a onda serd
descrita por f(z — vt).

Normalmente é necessario utilizar uma constante multiplicativa para adequar o argu-
mento da func¢do ao tipo de de fungdo. Por exemplo, em uma onda senoidal f(z —vt) =
sen[k(z — vt)] onde k deve ter unidade de dngulo por comprimento sendo x expresso em
unidades de comprimento.

A forma de uma onda depende de como ela foi gerada. Se tomarmos o extremo de
uma corda esticada, podemos sacudir a corda transversalmente de uma forma adequada
e produzir um pulso com uma forma desejada (degrau, triangular, quadrado, gaussiano,
etc.). E possivel que durante a propagagao de uma onda ela mude de forma. Existem
meios capazes de atenuar a onda mantendo sua forma ou até mesmo alterar completamente
sua forma (meios dispersivos). Por exemplo, um pulso pode ter sido gerado com forma
retangular e progressivamente se transformar em um pulso gaussiano (Fig. 2.2).

S, 1) Sx, 1)

0 X, X o! X, X
Figura 2.2: Um pulso em uma corda em dois instantes de tempo.

E possivel também, em determinados meios,que a velocidade de propagacao seja alterada
durante a propagacao. Por exemplo, uma corda pesada pendurada no teto e sob efeito do
campo gravitacional propaga pulsos com velocidade crescente a medida que se aproxima do
extremo preso ao teto.

Nos restringiremos as ondas que propagam com velocidade constante e que mante-
nham sua forma durante a propagacao. Isso ocorre nos meios ditos lineares, homogéneos e
isotrépicos.

Para melhor compreendermos como se dé a propagacao de uma perturbagao, tomemos
um exemplo simples de uma cadeia finita de N massas iguais interligadas por N — 1 molas
iguais e ideais (Fig. 2.3).

Figura 2.3: Uma cadeia de N massas iguais e N — 1 molas ideais idénticas.

Se a massa 1 for subitamente deslocada de sua posicao inicial por um agente externo, um
pequeno deslocamento para a direita, a primeira mola serd momentaneamente comprimida
devido a inércia da massa 2 que se encontra em repouso, acumulando energia potencial
elastica na mola que serd posteriormente transferida para a massa 2 na forma de energia
cinética pois essa massa serd empurrada para a direita adquirindo velocidade. Essa mesma
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massa, por sua vez, comprimird a segunda mola e assim por diante até que a energia inicial
da massa 1 seja transferida & massa N.

Esse processo de transferéncia de energia nao é instantaneo devido as caracteristicas das
molas acopladas as massas (depende dos valores de k e m) e uma velocidade de propagacao
para a perturbagao é estabelecida. Como regra geral, a velocidade de propagacao é definida
pelas propriedades do meio. Por exemplo, em uma corda que possua uma densidade linear
de massa p (massa / comprimento) e que esteja tracionada com uma tragao T', a velocidade
de propagacao vale

T
v=4]—.
I

E importante distinguir a velocidade com que uma particula do meio se movimenta da
velocidade com que a perturbagdo propaga. A primeira é varidvel (oscilatéria) enquanto
a segunda é constante (para meios uniformes). Além disso, em uma onda transversal as
duas velocidades sao perpendiculares entre si. A velocidade com que a particula se movi-
menta depende do agente externo que produziu a perturbacao enquanto que a velocidade
de propagacao depende das propriedades do meio.

2.2 Superposicao ou interferéncia de ondas

As ondas que propagam em meios simples, uniformes, como uma corda, uma mola ou
o ar apresentam uma caracteristica interessante, vale a superposicao das perturbacoes.
Considere, por exemplo, dois pulsos transversais com amplitudes A; e Ay propagando em
sentidos opostos em uma corda longa (Fig. 2.4).

A
y
2\
e

A,

ﬂ
ol X, t

i =fx-vi) V, =hx + i)

Figura 2.4: Dois pulsos transversais propagando em sentidos opostos.

Quando os dois pulsos se aproximam, para cada valor de x e t que seja comum as duas
fungoes, obtemos um deslocamento transversal y = y1 + y2 = fi(x — vt) + falz + vi).
Quando os pulsos “passam” um pelo outro, haverda um momento em uma certa posi¢ao em
que a amplitude do pulso resultante vale A; + As. Apds a superposi¢ao os pulsos continuam
a propagar como se nada tivesse ocorrido (Fig. 2.5).

A superposicao dos pulsos é um fato experimental e corresponde a superposi¢ao das
solugoes da equagao diferencial linear que rege a propagagao das ondas em um meio uni-
forme.
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Figura 2.5: Dois pulsos transversais ap6s a superposicao continuando a propagar em sentidos
opostos.

2.3 Reflexao das ondas

Existe a situacao fisica em que uma onda propagando em um meio eventualmente alcance
o extremo do meio ou mesmo um ponto de descontinuidade ou de mudanca de propriedade
do meio. Nesses pontos aparecem reflexoes da onda incidente. Como exemplo da primeira
situacao consideremos uma corda na qual um dos extremos pode estar preso a uma parede
(extremo fixo) ou a uma argola deslizante na diregao transversal (extremo livre). Tomemos
um pulso transversal propagando em dire¢ao ao extremo (Fig. 2.6).

V
y >
extremo
fixo

R
\

ol

Figura 2.6: Pulso transversal propagando em dire¢ao ao extremo fixo de uma corda em um
determinado instante de tempo.

Na parte frontal do pulso, cada elemento da corda em seu deslocamento transversal
para cima puxa para cima o elemento posterior que, por sua vez, puxa para cima o proximo
elemento e assim por diante. Ao chegar no extremo fixo, o elemento subsequente nao pode
ser deslocado uma vez que esta fixo na parede. O ultimo elemento puxa a parede imével
para cima e essa parede reage sobre o ultimo elemento puxando-o para baixo. Isso produz
um pulso invertido que propaga em sentido contrario ao pulso incidente (Fig. 2.7). Diz-se
que a reflexao ocorreu com inversao nesse caso.

Outro modo de descrever o ponto fixo é imaginar que a parede é “transparente” e que
na posicao simétrica exista, em uma corda imagindaria, um pulso invertido propagando para
a esquerda (Fig. 2.8).

A superposicao dos pulsos na posigao da parede produzird um ponto fixo (sem movi-
mento transversal) e, apds a superposi¢ao, o pulso normal (para cima) prossegue para a
direita na corda imagindria enquanto que o pulso invertido prossegue para a esquerda na
corda real.

Esse mesmo tipo de reflexdo também ocorre na transi¢ao de uma corda pouco densa (u)
para uma corda muito densa (') que tenham sido emendadas, quando um pulso propaga
na primeira corda em diregao & segunda corda. A corda mais densa se comporta como uma
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Figura 2.7: Pulso transversal refletindo no extremo fixo de uma corda. Reflexdo com
inversao.

Figura 2.8: Pulso virtual invertido propagando para a esquerda a medida que o pulso real
propaga para a direita.

parede para o pulso que provém da corda menos densa. Como essa “parede” nao é fixa,
parte do pulso prossegue adiante com menor amplitude e outra parte reflete invertida (Fig.
2.9).

As razdes entre as amplitudes dos pulsos refletido e incidente A,./A; e entre as amplitudes
dos pulsos transmitido e incidente A;/A; depende apenas das densidades lineares p e '
Se a densidade da segunda corda for igual a densidade da primeira corda, nao haverd onda
refletida, s6 haverda onda transmitida. Se a densidade da segunda corda for muito maior
que a densidade da primeira corda, s6 havera onda refletida.

Consideremos agora a situacao em que o extremo da corda é livre para realizar movi-
mentos transversais (Fig. 2.10).

Quando o pulso chega ao extremo, nao ha mais nenhum elemento da corda para ser
puxado pelo elemento anterior, ele esté livre para se deslocar transversalmente. Esse movi-
mento transversal produz um pulso para cima, com a mesma amplitude do pulso incidente
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Figura 2.9: Transmissao e reflexao de um pulso em uma corda pouco densa que aproxima-se
da emenda com uma corda muito densa.

v
—

Figura 2.10: Pulso em uma corda com extremo livre.

e propagando em sentido oposto, ou seja, uma reflexdo sem inversao (Fig. 2.11).

v
<

Figura 2.11: Reflexao de um pulso em uma corda com extremo livre.

Outra maneira de descrever essa reflexao normal é considerar uma corda imaginaria, de-
pois da argola, com um pulso normal propagando no sentido oposto numa posigao simétrica
com relacdo & argola (Fig. 2.12). Ao se cruzarem na argola, a mesma se deslocard trans-
versalmente atingindo o dobro da amplitude individual. O pulso da direita passard para o
lado esquerdo e o pulso da esquerda passara para o lado direito simulando o processo de
reflexao.

Esse mesmo tipo de reflexao ocorre na propagacao de um pulso em uma corda muito
densa na transicao para uma corda pouco densa. A corda pouco densa se comporta como
um extremo livre para um pulso que venha da corda muito densa (Fig. 2.13).

Ao chegar a regiao de transigao, parte do pulso incidente sera transmitido para a segunda
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Figura 2.12: Reflexao de um pulso em uma corda com extremo livre simulada por um pulso
virtual propagando em sentido oposto em uma corda imaginaria emendada no extremo livre.

B
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Figura 2.13: Pulso propagando em uma corda muito densa aproximando-se da emenda com
uma corda pouco densa.

corda na forma de um pulso normal com uma amplitude maior que a do pulso incidente.
Outra parte do pulso incidente é refletida de volta para a primeira corda com sentido normal
e amplitude um pouco reduzida (Fig. 2.14).

Figura 2.14: Reflexao na transigao de uma corda muito densa para uma corda pouco densa.

Novamente, a razao entre as amplitudes depende apenas das densidades. Se a densidade
da segunda corda for desprezivel, o pulso reflete praticamente com a mesma amplitude do
pulso incidente.

2.4 Transmissao de energia por uma onda

Um pulso produzido em um meio é capaz de transportar energia do ponto onde foi produzido
ao ponto onde ele chega.

Para produzir um pulso é necessirio armazenar uma certa quantidade de energia no
meio. Ao sacudir o extremo de uma corda, uma certa quantidade de energia cinética é
acumulada nos diversos elementos da corda que se deslocam transversalmente e essa energia
é passada de elemento para elemento durante a propagagao do pulso. Se essa corda estiver
presa a algum objeto no seu final, essa energia serd transferida a esse objeto uma vez que
0 mesmo entrarda em movimento e algum trabalho podera ser realizado por esse objeto.

A energia transportada por um pulso estd distribuida continuamente no pulso, no seu
intervalo de duracao espago-temporal.
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Em um pulso com duragéo finita (que ocupa uma regido finita no espago-tempo) pode-se
até falar na energia do pulso uma vez que toda essa energia encontra-se confinada nessa
regido. Contudo, em um pulso periédico (que ndo tem inicio nem fim) teremos energia
distribuida em todo o espaco-tempo. Prefere-se entao falar em energia por unidade de
tempo por unidade de drea que atravessa uma determinada drea perpendicular a direcao
de propagagao da onda, ou seja, a intensidade da onda.

energia
4rea . tempo’

Muitas vezes a frequéncia de uma onda é muito elevada, como nas ondas sonoras audiveis
e na onda eletromagnética (principalmente) e a energia que atravessa uma determinada
area oscila com alta frequéncia fazendo com que a intensidade instantanea nao tenha muita
utilidade (pense, por exemplo, nos efeitos de aquecimento). Prefere-se entao utilizar a
intensidade média em um periodo temporal de oscilagao. Por exemplo, quando uma onda
eletromagnética incide em uma superficie absorvedora, aquecendo-a, o calor transferido é
proporcional a intensidade média da onda. Devido a inércia térmica nao percebemos a
temperatura oscilar com o mesmo valor da frequéncia da onda (2,45 Ghz, por exemplo, em
um forno de micro-ondas). De fato, a temperatura nao oscila, o que percebemos é um efeito
médio que corresponde a um aumento continuo e suave da temperatura.

Pode-se mostrar que a intensidade média de uma onda é proporcional ao quadrado da
amplitude da grandeza oscilante. Por exemplo, em uma onda senoidal que propague em
uma corda com um deslocamento transversal dado por

h(z, t) = Asen[k(z — vt)],
a intensidade I da onda é proporcional & A% sen?[k(z—vt)] sendo = constante. A intensidade
média é proporcional & A?/2 uma vez que o valor médio do seno ao quadrado vale 1/2.
2.5 Periodo espacial e periodo temporal

Consideremos uma onda senoidal f(x, t) = Asen[k(x — vt)], onde v é a velocidade de
propagacao da onda como ja foi discutido anteriormente.

Se tomarmos uma fotografia da onda, isto é, se fizermos t = cte, teremos uma fungao
senoidal dependente apenas da posigao, f(z, cte) = Asen(kx — cte), (Fig. 2.15).

f(x,cte)

Figura 2.15: Fotografia de uma onda. A funcdo depende apenas da varidvel espacial.

Definimos o perfodo espacial A como a distancia entre dois picos sucessivos (ou entre
dois pontos equivalentes), ou seja, o intervalo ao longo do eixo ox em que a funcdo repete
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seu valor. Em outras palavras,
flxz+ A cte) = f(z, cte),

ou
Asenlk(z + \) — cte)] = Asen(k x — cte).

Mas o seno repete seu valor quando seu argumento varia de 2 rad, ou seja,

kE(x+\) —cte=kax—cte+2m, k=27
2m
k=—. 2.1
k=2 (21)
A constante k é chamada de nimero de ondas e sua unidade é rad/m.
Na expressdo f(x,t) = Asen[k(x —vt)] = Asen(kx — kvt), observamos que kv tem

dimenséao de inverso de tempo e é medido em radianos por segundo (rad/m.m/s = rad/s)
que é a mesma unidade da frequéncia angular w. Chamemos entao kv = w de modo que

flz, t) = Asen(kx —wt). (2.2)

Se tomarmos agora, nessa funcao, um ponto fixo no espago, x = cte, teremos uma funcéo
s6 do tempo f(cte, t) = Asen(cte — wt) (Fig. 2.16).

f(cte, 1)

\j{ A\

Figura 2.16: Oscilagdo de uma onda em um ponto fixo do espago. A func@o depende apenas
da variavel temporal.

Definimos entao o periodo temporal T" como o intervalo de tempo entre dois picos su-
cessivos ou dois pontos equivalentes, ou seja,

f(Ctev L+ T) = f(0t67 t)7

ou
Asen[cte — w(t + T)] = Asen(cte — wt).

Mas o seno deve ter decrescido de 27 rad ao passar de t para t + 1 ou seja

cte —w(t+T)=cte —wt—2m, swT =27
2
w:%:QWf (2.3)

onde f é frequéncia medida em oscilagoes por segundo ou Hz.
Podemos entao escrever a equacao da onda em funcao dos dois periodos

T t

fie )= s o (5 1)) ”
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2.6 Ondas estacionarias

Consideremos a superposicao de duas ondas senoidais propagando em sentidos opostos no
mesmo meio, numa corda infinita por exemplo.

y1 = fi(z, t) = Asen (kx —wt), y2 = fa(z, t) = Asen (kx +wt).
A superposigao serd

y=u1+vy2= fi(z, )+ falz, t) = A [sen(kx —wt) +sen(kz +wt)].

Mas
b -b
sen(a) + sen(b) = 2 senaJr cosa2
com
a=kx—wt e b=kx+wt.
Portanto
a+b kr—wt+krtwt
= =kux
2 2
© bk
a—b _ a:fwtf(kx+wt):7wt'
2 2
Entao
y = 2A cos(wt)sen(k x). (2.5)

Uma vez que o cosseno é uma fungao par.

Podemos encarar o termo 2A cos(wt) como sendo a amplitude de sen(k x), uma ampli-
tude variavel com o tempo.

Fagamos o gréifico em fungéo da coordenada z para cada instante de tempo ¢ (Fig. 2.17).

S, t=cte) | p/t=t,

0 7‘ ,\ ’ /‘ X

p/t=t

Figura 2.17: Grafico de uma onda estacionaria em funcao da variavel x para cada instante
de tempo t.

Observe que existem pontos fixos (nés) que ndo se movimentam com o passar do tempo
e também existem pontos que se movimentam com méxima amplitude (ventre).
Os nés ocorrem nas posigoes em que sen(kz) = 0, ou seja,

kx=0, £17, £27, £37... = (tnm)
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S, t=cte)y | p/t=t  plt=t,

——
212

Figura 2.18: Distancia entre nds consecutivos em uma onda estaciondria em funcao da
variavel x para dois instante de tempo ¢.

Veja (Fig. 2.18).
Os ventres ocorrem nas posigdes em que sen(k z) = £ 1, ou seja,

™ 37 5w

ko=+2, +20 & :(i(2n+1)g)

5 5 5
T TA A

= (2 1) — =(2 1) — = (2 1) —.
= @nt1) S = @n+1) 0 = (204 1)

A distancia entre dois ventres também vale A /2.
A onda ¢ dita estacionaria devido ao fato de nao haver transporte liquido de energia.

2.6.1 Ondas estacionarias em instrumentos de cordas e tubos acis-
ticos

Considere uma corda entre dois pontos separados por uma distdncia L (uma corda de
violao ou de piano, por exemplo) e mantida tracionada com uma tragdo aproximadamente
constante T'. Ao se tocar na corda, deformando-a e soltando-a, produz-se um pulso que
propaga ao longo da corda com uma velocidade v = /T/u. Esse pulso tem uma forma
geométrica definida pela maneira de como a corda foi tocada e pode ser decomposto em
uma soma de ondas senoidais através de um processo matematico e essas ondas propagam
ao longo da corda. Se a corda fosse infinita, essas ondas propagariam indefinidamente em
um determinado sentido. Contudo, a corda é finita e estd presa nos extremos. Suponha
que os extremos sejam fixos. As ondas chegarao aos extremos, refletirao invertidas e havera
superposi¢cao das ondas incidentes com as ondas refletidas formando ondas estacionarias.
Essas ondas estaciondrias devem possuir um né em cada extremo da corda uma vez que
os extremos sao fixos. Portanto, nem todas as ondas estaciondrias sao possiveis de existir.
Sendo L a distancia entre os extremos, somente aquelas em que

A
L=n—-, n=1,2 3
2
satisfarao a condigao de extremos fixos. Os comprimentos de onda permitidos sao
2L
Ap = —

n
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e as frequéncias correspondentes sao

T 20"

Veja a figura (Fig. 2.19) para os valores correspondentes a n = 1, modo fundamental ou
primeiro harmoénico e n = 2, segundo harménico.

L L

\ \\ \

4 KXY

p/ n=1 p/ n=2

g

Figura 2.19: Modos de vibragao para extremos fixos correspondentes an =1en = 2.

Se a corda tiver os dois extremos livres (corda presa em duas argolas livres para deslisar
em duas hastes paralelas) deverd haver um ventre em cada extremidade e a mesma condigao
também deve ser satisfeita pois, a distancia entre dois ventres consecutivos também vale
A/2 (Fig. 2.20).

p/ n=1 p/ n=2
Figura 2.20: Modos de vibracao para extremos livres correspondentes an =1en = 2.

Se a corda tiver um extremo fixo e o outro extremo livre, devera haver um né no extremo
fixo e um ventre no extremo livre. A distancia entre os extremos devera ser um niumero
impar de um quarto de comprimento de onda.

A
L:(Qn—l)z, n=1,23,..

e as frequéncias correspondentes sao

v v
fn*)\_n*E(anl)'

Outros instrumentos musicais sao baseados na formagao de ondas estacionarias sonoras
(ondas de pressao no ar) no interior de um tubo como na flauta, na corneta, no clarinete, no
trombone, no oboé, no 6rgao tradicional e outros. Os tubos acusticos, como sao conhecidos,
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<
<

p/ n=1 p/ n=2

Figura 2.21: Modos de vibragao para extremos fixo e livre correspondentesan =1en = 2.

devem possuir pelo menos uma extremidade aberta para permitir a saida do som. Alguns
instrumentos podem ser modelados como um tubo actstico aberto em um extremo e fechado
em outro enquanto outros podem ser modelados por um tubo acustico aberto nos dois
extremos. Essencialmente, uma onda sonora é produzida em um dos extremos ou préximo
dele por uma vibragao mecanica e acustica em uma palheta ou pela complexa turbuléncia do
ar soprado em uma fenda. Essa onda sonora propaga pelo tubo até atingir o extremo aberto
onde parte da onda é refletida e parte é transmitida para o meio exterior. A onda refletida
soma-se & onda incidente produzindo uma onda estaciondria (quase estaciondria para ser
mais exato, pois as amplitudes das duas ondas sdo diferentes). O quanto reflete e o quanto
transmite depende da forma de como o tubo se abre para o meio exterior. Se o tubo termina
abruptamente, sem variagao no seu didmetro, como na flauta, a maior parte da onda sonora
que propaga no interior do tubo é refletida de volta para o interior e uma pequena parte é
transmitida para o exterior. Se o tubo termina suavemente, a boca do tubo vai abrindo aos
poucos como em um clarinete, a maior parte da onda sonora é transmitida para o exterior
e uma menor parte é refletida para o interior para formar a onda quase estaciondria. Isso
tem implicagoes importantes tanto na intensidade sonora quanto na qualidade (tipo) do
som produzido.

Em termos de producao da onda estacionaria, os resultados sao semelhantes a corda
vibrante. O extremo fechado produz um né de deslocamento do ar e um ventre de pressao
(pois a pressao pode variar bastante) enquanto que o extremo aberto produz um ventre
de deslocamento (pois o ar pode se deslocar) e um né de pressdo. Desse modo, sendo L o
comprimento do tubo, temos para um tubo aberto no dois extremos

L=n—-, n=123,..

e as frequéncias correspondentes sao

v (%

Para um tubo aberto em um extremo e fechado no outro temos

A
L:(anl)z, n=1,2 3, ..

e as frequéncias correspondentes sao
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Em todos os casos em que os nds e os ventre da onda estaciondria coincidem com
com as condigoes de nés e ventres nos extremos do meio, as ondas tendem a se perpetuar
em um processo de multiplas reflexées construtivas também conhecido como situacdo de
ressondncia, ressonancia acustica para o som. Caso contrario, as multiplas reflexoes podem
ser destrutivas (anti-ressonéncia) ou produzirem um resultado intermedidrio entre o reforgo
e a aniquilagao. Se for produzido um som com frequéncia variavel, apenas as frequéncias
que coincidirem com as frequéncia possiveis para formagao de onda estaciondria parecerao
reforcadas aos nossos ouvidos. As outras serao abafadas.

Nos sistemas reais, nos instrumentos, sempre existe amortecimento relacionado com
transformagoes de energias em calor ou mesmo escape de energia como na produc¢ao do som
por uma corda vibrante, por exemplo, e as oscilagoes tendem a desaparecer. As oscilagoes
que satisfazem a condigao de ressonancia sobressaem com relagao as outras e produzem um
maior volume sonoro.

A onda estaciondria ou oscilacdo estaciondria resultante é, em geral, uma superposicao de
oscilagdes com varios comprimentos de onda e frequéncias permitidos para um determinado
comprimento do meio de acordo com as equagbes acima apresentadas. Cada onda com
frequéncia f,, ocorre com uma amplitude A,, que depende de como a onda foi originalmente
produzida (a maneira de tocar na corda, por exemplo) e de como o meio atenua as diversas
frequéncias. Essa superposicao pode ser escrita como

o0
A= Z Apsen(wpt+ ¢p), wn =27 fp.
1

No caso do som, as amplitudes A,, dos diversos componentes de frequéncia f,, definem
a composicao harmoénica do som ou timbre. A frequéncia de uma nota musical é definida
pela frequéncia fundamental (mais baixa) dessa composigdo (soma) harmonica. Dois ins-
trumentos distintos podem produzir a mesma nota musical mas com timbres diferentes.
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Capitulo 3

Fluidos

3.1 Definicao

Quando aplicamos uma forca resultante obliqua e distribuida sobre o topo de um corpo
solido real, preso (colado) a uma superficie como mostra a figura (Fig. 3.1) notamos que o

corpo se deforma.
F
e b
>

F,

a4 VA4

Figura 3.1: Uma forca obliqua aplicada em um corpo solido fixo.

A forca obliqua pode ser decomposta em um componente perpendicular & superficie
do corpo e outro componente paralelo a essa mesma superficie. O componente perpen-
dicular comprime o corpo deformando-o no sentido de aproximar a face superior da face
inferior, uma deformacao mormal. O componente paralelo deforma o corpo fazendo com
que a superficie superior se desloque paralelamente a superficie inferior, uma deformagao
cisalhante.

Raciocinando com um pequeno elemento de volume cibico, cujas faces possuam areas
Aa, a aplicacao da forga AF nos permitird definir duas novas grandezas: a tensao normal
e a tensao de cisalhamento

On =

Aa '’ %= "Aa

Nos sélidos, as forgas internas de atragao entre atomos, moléculas ou mesmo ions sao
suficientemente fortes para suportar essas tensoes, dentro de certos limites, para que o
corpo se deforme de modo reversivel, isto é, retirando-se a tensao acaba-se a deformagcao
(deformagao eldstica).

Um corpo fluido é, por definigdo, aquele que nao suporta tensoes de cisalhamento. A
tentativa de aplicar uma tensao cisalhante faz com que o fluido se deforme indefinidamente.

39
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Um fluido ideal é aquele que ao se deformar, é incapaz de transmitir a tensao de cisalhamento
para suas vizinhangas ou para outro corpo. Um fluido ideal é uma abstragao mas é 1til, pois
alguns fluidos reais tem caracteristicas préximas do fluido ideal sob condigoes apropriadas.

Em um fluido ideal, s6 pode existir tensao normal que comummente chamamos de
pressao e somente ela pode ser transmitida de um ponto a outro no fluido.

Em um fluido, as ligagoes internas entre os atomos e moléculas sao muito fracas de
modo que eles podem se mover com muita facilidade. Um fluido s6 fica confinado por
causa do recipiente que o contém. Quando um fluido contido em um recipiente fechado é
comprimido, por um pistao em um cilindro por exemplo, a pressao exercida pelo pistao é a
mesma em todos os pontos do fluido que estejam em contato com as paredes do recipiente e,
por extensdo, em todos os pontos no interior do fluido (Lei de Pascal). Mas o que significa
pressao no interior de um fluido? Significa que, se tomarmos um pequeno corpo ou volume
imagindrio no interior do fluido, uma pequena superficie Aa desse corpo estard sujeita a
uma forca normal AF| tal que

AF| dF|

P=—— A P=—
g a—0 ou Ta

qualquer que seja a superficie escolhida (Fig. 3.2).

F

l

Figura 3.2: Fluido comprimido no interior de um recipiente.

P— £ — F_J/- — ARy

A A’ Aa
Fluido viscoso é aquele que ao se deformar sob o efeito da tensao de cisalhamento
também transmite essa tensao para outros pontos do fluido e para as superficies que estejam
em contato com ele. O ar é pouco viscoso porém o mel é muito viscoso. Por enquanto,
consideraremos apenas fluidos néo viscosos (ideais) e situagoes onde o fluido esteja em

repouso, situagoes hidrostaticas.

O exemplo de maior aplicagao da transmissao da pressao hidrostatica é o “macaco
hidraulico”, onde um pequeno pistao de drea A; submetido a uma forca F; estabelece uma
pressdao P que é transmitida a um grande pistao de drea A, submetido a uma forca F» (Fig.

3.2).
No equilibrio hidrostatico temos
F1 F2 A2
_op=22 . p=2%R,
A, A, 2Tt
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4, 4,

Figura 3.3: Principio do macaco hidraulico.

ou seja, a forga sera multiplicada pela relagao entre as areas.

Um eventual deslocamento /7 do pistao com area A; devido a forca F; movimentara
um volume [y A; do fluido, que por sua vez movimentard o pistdao com area A, de um
deslocamento Iz deslocando o mesmo volume (Fig. 3.4) tal que

A111:A2l2 122—11.

______ 14

Figura 3.4: Deslocamentos dos pistoes no macaco hidraulico.

O médulo do trabalho executado pelo pistao 2 sera

A Ay A
W2:F212:A—?F1Z2:A—jFlA—;h:Flllzwl

que retrata a conservacao da energia, Wo = Wj.

3.2 Densidade de um fluido

Assim como em um sélido, um fluido também pode ser caracterizado pela densidade ou
massa especifica definida pela razdo entre a massa e o volume p = Am/Awv, quando Av — 0
(p = dm/dv). Um fluido homogéneo é aquele que possui a mesma densidade em todos os
pontos.
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Uma caracteristica importante nos fluidos é que sua densidade pode variar com fatores
como a temperatura e a pressao muito mais que nos sélidos. Os fluidos que apresentam
grande variagdao da densidade com a pressao sao chamados de fluidos compressiveis. Os
gases sao fluidos muito compressiveis e os liquidos sao praticamente incompressiveis para
as pressoes usuais.

Os gases e os liquidos expandem com o aumento da temperatura quando a pressao é
mantida constante e essa expansao pode ser utilizada para definir a variagao da temperatura
(termdémetro de mercirio ou de dlcool). A expansdo dos gases e liquidos ocasiona uma
diminui¢ao na densidade. De modo semelhante, quando o volume é mantido constante, o
aumento da temperatura produz elevacao na pressao e essa elevacao de pressao também
pode ser utilizada para definir uma escala de temperatura (termémetro a gés).

Um mesmo liquido, pode possuir densidades distintas se seus pontos estiverem em tem-
peraturas diferentes. E comum encontrar nos oceanos correntes maritimas (dgua em movi-
mento dentro da prépria dgua) com densidades diferentes (e temperaturas diferentes) que se
mantém imisciveis por grandes distancias, da ordem de centenas a milhares de quilémetros.

Para fins de comparacao, a densidade do ar ao nivel do mar a 20° C vale p,, = 1,2
kg/m? e a da dgua pigua = 10% kg/m?.

3.3 Pressao em um fluido no campo gravitacional

Conforme vimos anteriormente, a pressao no interior de um fluido em repouso na auséncia
de campo gravitacional nao varia com a posicao no interior do fluido, é constante. Contudo,
na presenca da gravidade, a pressao varia com a altura ou com a profundidade. Tomemos
um elemento de volume d V' na forma de um paralelepipedo de drea A e altura dy no interior
do fluido (Fig. 3.5).

z

Figura 3.5: Deslocamentos dos pistoes no macaco hidrdulico.

Nesse volume temos uma massa dm = p dV = p A dy que possui um peso g dm. Se
esse elemento de volume encontra-se em repouso, a resultante das forgas que agem nele deve
ser nula. Portanto, a forga F; devido a pressao P; do fluido na face inferior deve ser maior
que a forca Fy devido a pressao P, do fluido na parte superior pelo valor g dm.

F1:F2—|—gdm
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ou
F(y)=F(y+dy)+gdm,

dividindo pela drea A temos

gdm gpAdy
P(y):P(y+dy)+T:P(y+dy)+pT:P(y+dy)+gpdy,

dP=Py+dy)—Ply)=—pgdy. (3.1)

Ou seja, a pressao diminui com o aumento da altura (ou aumenta com o aumento da
profundidade). Se a densidade do fluido for constante (além do fato de que g é suposto ter
variacao desprezivel) a pressdo decrescerd linearmente com a altura

Ply)=P0)—pgy.

Isso ocorre com muito boa precisao nos liquidos e aproximadamente no ar na baixa atmos-
fera; aproximadamente por causa da diminuigao da densidade do ar com a altitude uma vez
que a densidade depende da propria pressao e da temperatura.

A medida da pressdo atmosférica (pressao absoluta) pode ser realizada com um barémetro
que consiste em uma camara evacuada (pressao zero) ligada a um tubo em forma de U pre-
enchido com um liquido denso que nao evapore com facilidade nas condigoes ambientes.
Normalmente utiliza-se o mercirio (Hg) mas pode-se também utilizar 6leo. Veja (Fig. 3.6).

P

atm

~
I
o

Figura 3.6: Barometro de coluna de Hg.

Como a pressao acima da coluna esquerda de mercurio é zero e a pressao acima da
coluna direta é a prépria pressao atmosférica temos

Patm = PHg gh

Medidas executadas ao nivel do mar mostram que, em média, a altura h = 76 mm
quando o fluido do barémetro é o mercurio. Outros valores equivalentes em outras unidades
s&o 1,01325 x 10° Pa, 1 atm e 1013,25 mbar.
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A atmosfera é uma mistura de gases (78% Na+ 20% O2 + CO2 +Ar) a baixa pressao e
obedece razoavelmente bem a equagao dos gases perfeitos PV =n RT onde n é o nimero
de moles (massa/massa molar). Ou seja,

mRT RT P Mol
= = _— * = — — = P T .
MoV Mo P T R PR
Substituindo na equacdo (3.1) fica
P Mol ~dp Mol dy
AP == 9dy P rR 7T

Se soubermos como a temperatura varia com a altitude essa equacao pode ser resolvida.
Medidas de temperatura na baixa atmosfera (até ~ 11 km) mostram que a temperatura cai
linearmente com a altitude

T=To—ay, «=0,00656K/m
ou
T = 288 — 0,0065 y.
De forma que a resolugao da equagao diferencial fornece a solugao

P
5= (1 —22,557 x 1076)5:2%6 4 em metros até 11 km.

0

Sendo Py a pressao ao nivel do mar (altura zero).

3.4 Empuxo

Quando um objeto é imerso em um fluido na presenga da gravidade, existe uma diferenca
entre as pressoes no topo e na base do objeto, P} — P, = pgl sendo [ a diferenga de alturas
entre o topo e a base (Fig. 3.7).

P,

[
/’PI

1

A

Figura 3.7: Diferenca entre as pressoes no topo e na base de um objeto em um fluido.

Essa diferenca entre as pressoes produz uma forga que empurra o objeto para cima
chamada de empuxo, E. Se o peso do objeto for igual ao empuxo, o objeto fica imével
em qualquer lugar no interior do fluido. Se o peso for menor que o empuxo, o objeto sobe
acelerado (se desprezarmos o atrito) e se for maior, desce acelerado.

O empuxo também pode ser interpretado como sendo devido ao peso do fluido deslocado
pelo objeto

E=pglA=pgV =mauido g-
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3.5 Tensao superficial

Apesar da atracgao entre as moléculas que formam um fluido ser pequena, ela tem um papel
importante na explicagao de diversos efeitos interessantes como a producao de peliculas de
liquidos e a capilaridade.

Se tomarmos um recipiente com um pouco de agua exposta ao ar, teremos uma interface
ar-agua. Longe das bordas essa interface é praticamente plana. Perguntamos por que nao
é curva? Se tomarmos uma gota de 4gua muito pequena e apoiada em uma superficie, essa
gota tem uma forma praticamente esférica. Se a gota for um pouco maior, ela torna-se
um pouco achatada. Nesses fenomenos participam forgas de interacao entre as préprias
moléculas do fluido e entre as moléculas do fluido e o meio que o contém. Quando o fluido
esté sozinho, sem entrar em contato com outros corpos, ele tende a tomar uma forma esférica
que ¢é a forma que minimiza a drea superficial.

Admite-se a existéncia de forgas tangenciais agindo em um ponto qualquer do fluido
na superficie interfacial de tal forma que um ponto é ”esticado” em todos os sentidos
paralelos a superficie. O seguinte experimento permite verificar a existéncia de tais forcas:
Considere uma armagao de arame na forma de um U fechado por uma barra deslizante com
uma pequena argola em cada extremo como mostra a figura (Fig. 3.8). Essa armagio é

Figura 3.8: Arranjo em forma de U para mostrar e existéncia de forgas tangenciais em uma
pelicula.

mergulhada verticalmente em um fluido (dgua com sabéao por exemplo) e retirada de modo
a formar uma pelicula.

A barra deslizante com massa m tem peso p = m g e estica a pelicula para baixo até
que o equilibrio é atingido. No equilibrio, somos obrigados a admitir que a pelicula exerce
uma forca para cima igual ao peso da barra, F' = p. A pelicula tem uma espessura e e, se
aumentarmos o peso da barra, observamos que a pelicula estica e sua espessura diminui,
mantendo o volume constante, indicando que o material no interior da pelicula deslocou-
se para a superficie. Esse processo pode continuar até a pelicula tornar-se bastante fina a
ponto de romper-se. Chamamos atengao que o modo com que a pelicula “estica” é diferente
do modo com que um um meio eldstico (lengol de borracha por exemplo) estica. No meio
elastico existe afastamento entre os componentes do meio intermediado por forgas elasticas
enquanto que na pelicula de fluido existe movimentacao dos componentes do interior para o
exterior sem haver afastamento relativo entre dois componentes préximos. No meio eldstico
existe variagao de volume enquanto que na pelicula o volume se mantém constante.

Admite-se que a forca F' tenha origem nas duas faces da pelicula, F'/2 em cada face
ja que sao idénticas. Esse argumento baseia-se no fato de que, se a pelicula for bastante
fina, as duas faces tendem a se encontrar nao havendo a possibilidade de existéncia de uma
forca interna a pelicula. Suponhamos entao que a pelicula seja esticada até o limite de seu
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rompimento, define-se entao a tensao superficial v de um material fluido como a relacao
entre a forca em uma face e o comprimento da barra deslizante.
F/2 F
= =57 (3.2)

Concordamos que o termo “tensao superficial” é um tanto quanto infeliz pois, a palavra
tensao no estudo da deformacao dos corpos é utilizada para a relagao entre a forca e a area
onde a forca estd sendo aplicada e nao forga por unidade de comprimento como definida na
tensao superficial.

A tensdo superficial da dgua a 20° C vale 72,8 x 1073 N/m e uma solucio de sabao em
4gua na mesma temperatura tem um valor 25,0 x 1072 N/m. Por essa razdo, é mais facil
passar dgua com sabao pelas fibras de um tecido do que a agua pura.

Exemplo

Em uma bolha de sabao esférica, na auséncia de campo gravitacional, o ar aprisionado
interior da bolha tem maior pressdo que no exterior pois, devido & tensdo superficial na
pelicula, a bolha tende a contrair comprimindo o ar no seu interior. No equilibrio, a
forga exercida na superficie interna da bolha devido a diferenca entre as pressoes deve
ser compensada pelo efeito produzido pela tensao superficial. Para compreender melhor,
cortemos a bolha no plano equatorial e analisemos as forgas (Fig. 3.9). A pelicula esférica
tem raio R e uma pequena espessura e. O ar aprisionado no interior tende a empurrar a
semi-casca esférica inferior para baixo com uma forca F'.

Figura 3.9: Corte de uma bolha de sabao esférica.

F = (P — Patm) 7 R?

Mas, no equilibrio,
F=2Ly, L=2nR
(P = Pym)TR?=2x27T Ry

4

-'-P_Patm:f
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Se ao invés da bolha tivéssemos uma gota, nao haveria a face internae ' = Ly =27 R~.
Entao, para uma gota temos
2y
P— Patm = E

onde P é a pressao interna no liquido.

3.6 Capilaridade

Quando um liquido entra em contato com um sélido, existe uma forga de interagao atrativa
entre as moléculas do liquido e do sélido além da forgca entre as préprias moléculas do
liquido. Quando a forga entre as moléculas do liquido e do sélido é maior do que a forca
entre entre as moléculas do liquido, o liquido “molha” a superficie do sélido espalhando-se
indefinidamente, formando uma pelicula cada vez mais fina.

Quando o oposto acontece, o liquido toma a forma de gotas esféricas ou quase esféricas
(esferas achatadas) e ndo se espalha na superficie.

Quando o contato acontece em superficies cilindricas, tubos, e o liquido molha a su-
perficie, este tende a subir pelas paredes originando o efeito de capilaridade. O liquido
nao sobe indefinidamente pelas paredes na presenca do campo gravitacional pois, ao subir,
as moléculas do liquido puxam outras moléculas que estao abaixo aumentando o peso da
coluna que subiu além da superficie horizontal. O equilibrio se estabelece quando a forga de
atragdo entre as moléculas e a superficie se igualam ao peso da coluna, F' = p (Fig. 3.10).

Figura 3.10: Capilaridade de um liquido em um tubo.

A capilaridade é um fenémeno importante na retencao de dgua e petréleo nos poros
das rochas, na distribuicao da seiva pelos caules das plantas, na distribui¢ao do sangue nos
vasos sanguineos capilares, etc.

3.7 Dinamica dos Fluidos

Trés aspectos importantes devem ser destacados no que se refere ao movimento dos fluidos:

O primeiro deve-se & descoberta feita por Prandtl, L. (1904) de que, quando um fluido
se movimenta ou escoa sobre uma superficie, a camada molecular proxima a superficie
permanece aderida a ela, a velocidade é zero. As camadas adjacentes do fluido deslizam
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sobre as proprias camadas e um gradiente de velocidade de escoamento se estabelece a partir
do valor de velocidade zero.

O segundo, é que os fluidos quase ideais (baixissima viscosidade) escoam com pouca
perda de energia enquanto que os fluidos viscosos produzem calor ao escoar, ou seja, o
escoamento sé é possivel acontecer as custas de alguma forma de energia que estd sendo
transformada em calor.

O terceiro, o escoamento de um fluido pode-se dar de forma previsivel (escoamento
laminar, onde é possivel prever a velocidade do fluido em cada posigéo) ou de forma cadtica
ou turbulenta onde nao é possivel prever a velocidade e a trajetéria de uma particula do
fluido. Em um fluido real, o escoamento torna-se turbulento com o aumento da velocidade
de escoamento.

3.7.1 Conservagao da massa

Quando um fluido escoa, quer seja ideal ou real, a massa se conserva. Se um fluido escoa
através de um tubo com uma entrada e uma saida, a vazao mdssica (massa por unidade de
tempo) na entrada é igual & vazdo méssica na saida. Ou seja, a quantidade de massa por
unidade de tempo que atravessa qualquer secao reta do tubo é constante.

O que denominamos de tubo pode ser um tubo real ou um tubo virtual. No tubo real,
as paredes do tubo obrigam o fluido a escoar ao longo do comprimento deste tubo. No
tubo virtual, as paredes do tubo se devem ao préprio fluido. As “particulas”do fluido em
movimento descrevem uma trajetéria que chamamos de linha de fluxo e um conjunto de
linhas de fluxo definem um tubo de escoamento, figura (Fig. 3.11).

\
/

|

Figura 3.11: Tubo de escoamento.

Nos liquidos em geral e nos gases em baixas velocidades de escoamento, podemos consi-
derar esses fluidos como incompressiveis, ou seja, a densidade permanece constante ao longo
do escoamento. A separagao das linhas de fluxo nao se deve a variagao de volume do fluido
mas sim de mudanga de trajetéria e velocidade mantendo a densidade constante.

Em um escoamento genérico a altas velocidades é possivel haver mudangas na densidade
do fluido devido, inclusive, a variacdes na temperatura ou na pressao. Nesses casos, se
tomarmos duas segoes do tubo com dreas A; e As onde as velocidades e densidades sao vy,
p1 € vg, p2, teremos que a quantidade de massa dm que atravessa uma secao A no intervalo
de tempo dt pode ser escrita como

d_m_pdV_pAdl_A
a - at ar Y

e como a massa se conserva (vazao méssica constante) temos

p1A1U1 = p2A2'U2. (33)
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Que é a equacgao da continuidade para fluidos compressiveis.
No caso particular dos fluidos incompressiveis, a equagao simplifica para

Ajv; = Asvy = constante. (3.4)

Ou seja, um aumento na drea é acompanhado por uma diminuicao na velocidade e vice-
versa. Isso é o que percebemos ao estrangular a saida de uma mangueira de dgua. A
diminuicao da area de saida faz com que o jato de dgua tenha maior velocidade.

3.7.2 Equagao de Bernoulli

Consideremos agora o movimento de um fluido ideal, incompressivel, no campo gravitacio-
nal. Um elemento de massa dm desloca-se ao longo de um tubo de escoamento com variacao
da altura com relagdo ao solo como mostra a figura (Fig. 3.12).

Figura 3.12: Deslocamento de um elemento de massa dm ao longo de tubo de escoamento
com variagao da altura no campo gravitacional.

O elemento de massa dm, de forma cilindrica com drea da base A e altura dl, se deformara
ao longo do tubo de escoamento mantendo seu volume constante, pois estamos assumindo
que o fluido seja incompressivel. Na posicao 1 o elemento de massa dm esta a uma altura
y1 com velocidade v; e submetido a uma pressao p1,

dm = pAqdly.

Na posigao 2 o elemento de massa dm estd a uma altura ys com velocidade vo e submetido
a uma pressao pa,
dm = pAleQ

Entre os dois extremos, o elemento de massa dm esta a uma altura y, com uma velocidade
v e submetido a uma diferenga de pressoes p(y + Ay) — p(y) (Fig. 3.13).

A diferenga de pressoes, p(y) — p(y + Ay) = —dp entre as duas faces do elemento de
massa, produz um trabalho

AW = [F(y) — F(y + dy)]dl = —dp A dl = —dp dV

para desloca-lo de dl ao longo da linha de fluxo durante o intervalo de tempo dt.
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dl

p(y+dy)
()

Figura 3.13: Elemento de massa dm em um ponto no tubo de escoamento.

Esse trabalho deve ser igual & variagdo da energia mecénica (energia cinética mais energia
potencial) do elemento de massa dm,

2vd
AW = dE, + dE, = dm% +dmgdy,
ou
—dp dV = dmv dv+ dm g dy.
Mas p =dm/dV,
So—dp=pvdv+pgdy.
Integrando do ponto 1 ao ponto 2 fica

2 2

U3 U1
—(p2 — p1) =p5 — Py TPIY P9
ou
v7 v3
PLtpy HpgyL=pat g+ pgye = cte, (3.5)

conhecida como a equacao de Bernoulli.
Essa equagdo mostra que, para uma altura constante (ou na auséncia de gravidade)
02

p+P§

é constante.

Um aumento da pressao estd associado a uma diminuicao da velocidade e vice-versa. O
termo pv? /2 é chamado de “pressdao dinamica”.

O tubo de Venturi evidencia o resultado previsto pela equacao de Bernoulli. Considere
um fluido ideal e incompressivel escoando por um tubo onde existe um estreitamento como
na figura (Fig. 3.14).

A velocidade média na secdo A é maior que a velocidade média na secdo A; como
mostrado na equacao da continuidade,

Ay
Vg = —
2= L,"
e pela equagao de Bernoulli (3.5), com altura constante ou g = 0, temos
vt v3
PL+p— =p2+tp4,

2 2
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Figura 3.14: Escoamento em um tubo de Venturi.

p p Al
= B0t o) = § (o - Gt).

-'-p2:p1*7 T%

poi (A? - A%)
Como As < Aj, temos que ps < p;. Ou seja, no estreitamento existe um aumento da
velocidade e uma diminuigao da pressao do fluido.

O tubo de Venturi é muito utilizado para a medida da velocidade de um fluido a partir
da medida da diferenca entre as pressoes. E utilizado também como instrumento para
reduzir a pressao (bomba de vdcuo) e para succionar outros fluidos (combustivel liquido em
um carburador de um motor a gés, gasolina ou dlcool por exemplo).

Na dedugao da equagao de Bernoulli foi considerado que o fluido era ideal. Para um
fluido viscoso, o trabalho realizado pela pressao também é convertido em calor e esse termo
deve ser acrescentado & equacdo. A diferenca entre as pressoes, p; — p2, tem que ser
corrigida para levar em conta as perdas de energia na forma de calor. Esse termo de
correcao da energia por unidade de massa é denominado de “perda de carga” e normalmente
¢é determinado empiricamente e representado na forma de dbacos ou de graficos em funcao
da vazao do fluido e parametrizado pela viscosidade, pela rugosidade da tubulagao ou por
outro parametro conveniente. A expressao corrigida fica:

pL—p2  vi—f

;2 + g(y2 — y1) + perda de carga.

Observe bem que a perda de carga tem dimensao de energia por unidade de massa.

3.7.3 Forcgas produzidas por fluidos

Vejamos agora as forgas associadas a variacao da quantidade de movimento em um fluido.

Considere uma situagao fisica em que um fluido em movimento no interior de um tubo
real tem a sua trajetéria modificada devido a uma curvatura no tubo (Fig. 3.15). Uma certa
quantidade de massa Am do fluido no interior do tubo possui uma velocidade v; e uma
correspondente quantidade de movimento Am vi. Apds a curva, essa mesma quantidade
de massa possui uma velocidade v e uma nova quantidade de movimento Am vs.

A variagao da quantidade de movimento correspondente, causada pela curvatura do
tubo e alteragdo da segdo, vale Am (va — v1). Supondo que essa alteracao da quantidade
de movimento tenha ocorrido em um intervalo de tempo At, as paredes do tubo devem ter
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Am

Am
v2

Figura 3.15: Escoamento em um tubo real curvo.

exercido uma forga AF sobre o elemento de massa Am igual a taxa de variagao temporal
da quantidade de movimento,
Av
AF = Am— = Am a.
At
A forca total que o tubo exercera sobre todos os elementos de massa serd a soma de
todas essas forcas quando Am — 0,

F = /adm, (3.6)

ou entao,

d A%
F:/ —vpdV:/ —pdv:/ Q pdv, (3.7)
Volume dt Velocidades dt Velocidades

onde @ é a vazao volumétrica, Q = dV/dt.

A forca que o fluido exercera sobre as paredes do fluido terd o mesmo maédulo e sentido
oposto, Fy = —F.

Vejamos dois exemplos simples:

Exemplo 1

Considere uma mangueira reta com 1,0 cm de didmetro por onde escoa dgua (p = 1,0
g/cm?®) com uma vazdo de 12,0 litros por minuto. No extremo da mangueira existe um
estreitamento e o didmetro reduz para 0,3 cm, sendo esse o didmetro do jato de dgua que
sai da mangueira. Determine a for¢a necessdria para segurar e manter a mangueira em
repouso enquanto esguincha a dgua (Fig. 3.16).

Como existe um estreitamento na mangueira, existe variagao na velocidade e a forga que
o tubo exerce no fluido pode ser calculada pela equacao (3.7) onde a densidade e a vazdo
sao constantes.

P | Qriv=Qp [ dv=Qp(vs-¥1)=Qp (2~
Velocidades Vi

De acordo com a equagao da continuidade para densidade constante (3.4) temos
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z
7
x
y
Figura 3.16: Mangueira esguinchando dgua.

e vy = Q/A,
Ay > Ay Qo o 1 1.+
- F = 2 g = DX i= — - )i
. QP(AQ )Ull Qp(AQ )All Qp(AQ Al)l

Como p = 10% kg/m3, Q@ = 12,0 1/min = 12000/60 cm?/s = 200 cm?/s e A = 7 d?/4
fica

. 4 1 1 A .
F=10%x (2 10792 x = - i=51iN.
0° x (200 x 107°) ><7T<(0,3><10_2)2 (10_2)2) i=5,1i

Que é a mesma forca necessaria para segurar a mangueira.

Exemplo 2

Um jato de agua de 1,0 cm de diametro e uma vazao de 60 litros por minuto é dirigido para
um tubo em forma de U com o mesmo didmetro de modo a retornar o jato (Fig. 3.17).
Determine a forca necessdria para segurar o tubo mantendo-o em repouso.

v

_—
_—
K |
vz D y '
+
+

Figura 3.17: Inversao de um jato de d4gua por um tubo em forma de U.

Nesse caso, s6 existe inversao no sentido da velocidade do jato sem haver alteracao no
moédulo da velocidade, vg = —vy.

F=pQ(~v1i—vi)=-pQ2ui,

mas v1 = Q/4;
Q%+ 2x10% x (107%)%

SF=pXti= = —25,5iN.
Pt ©/4(10)-% '
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3.7.4 Forgas na asa de um aviao

Uma asa é um corpo extenso que é submetido ao escoamento de um fluido, o ar. A asa
possui uma superficie inferior e uma superficie superior que podem ser simétricas ou nao
com relagdo a um plano intermedidrio (Fig. 3.18).

Figura 3.18: Asas assimétrica e simétrica.

Quando o ar escoa pela asa, ele tende a acompanhar as curvaturas das superficies. Em
baixas velocidades, a experiéncia mostra que o escoamento é praticamente laminar, muito
pouca turbuléncia é produzida. Se a asa for muito extensa, seu comprimento (envergadura)
muito maior que sua largura (corda) podemos considerd-la como infinita e o escoamento
deve ser o mesmo em qualquer secao da asa que esteja distante das suas extremidades.
Podemos entao representar o escoamento de forma bidimensional em um perfil ou segao da
asa (Fig. 3.19).

Figura 3.19: Escoamento bidimensional em um perfil de uma asa assimétrica.

O aumento da velocidade do fluido ou o aumento do dngulo de ataque (dngulo formado
entre a diregdo da velocidade do fluido nao perturbado e a corda da asa) produzem um
aumento na turbuléncia e destrui¢do do fluxo laminar de modo progressivo (Fig. 3.20).

Figura 3.20: Angulo de ataque em um perfil de uma asa assimétrica.

Dois fenomenos fisicos podem ser identificados quando o caminho percorrido pelo fluido
na parte superior é diferente do caminho percorrido na parte inferior (isso depende da
simetria da asa e do dngulo de ataque): O aumento da velocidade do fluido na regido de
maior curvatura e a mudanca na direcao da quantidade de movimento do fluido quando o
mesmo é impulsionado para baixo ou para cima durante o escoamento (Fig. 3.21).
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V>V,

‘N

Figura 3.21: Velocidades do fluido escoando em um perfil de uma asa assimétrica.

O aumento da velocidade na parte superior e a diminuigao na parte inferior faz com que
a pressao na parte superior seja menor que na parte inferior produzindo uma forga para
cima na asa nessa posicao. Além disso, a mudanga na diregao da quantidade de movimento
do fluido também contribui para empurrar a asa para cima.

A superposicao de todos os efeitos, inclusive os produzidos pela turbuléncia, produz uma
forga obliqua, para cima e para tras nesse caso, chamada de Resultante Aerodinamica, RA
(Fig. 3.22).

RA

g}’\

Figura 3.22: A Resultante Aerodindmica em um perfil de uma asa assimétrica.

O moédulo, a diregao e o ponto de aplicagao dessa forga sao fortemente dependentes do
angulo de ataque.

A resultante aerodinamica pode ser convenientemente decomposta em um componente
perpendicular & diregdo do fluido ndo perturbado (vento relativo) chamado de Sustentagao,
L (Lift) e outro componente paralelo & dire¢do do fluido nao perturbado chamado de Ar-
rasto, D (Drag) (Fig. 3.23).

Figura 3.23: A sustentagao L e o arrasto D.
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Tanto a sustentagao L quanto o arrasto D sao diretamente proporcionais & drea da asa e
a pressao dinamica mas variam de modo diferente com o angulo de ataque. Pode-se escrever

2 2
L:Cls% e D:Cds% (3.8)

onde S ¢ a drea da asa e pv?/2 é a pressao dinamica.

Os coeficientes C; e Cy sao caracteristicos da forma geométrica da asa e variam com o
angulo de ataque. Seus valores sao determinados experimentalmente para cada asa em um
tunel de vento em funcao do angulo de ataque e representados graficamente. Os aspectos
dos graficos para uma asa assimétrica tipica sao os seguintes (Fig. 3.24).
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Figura 3.24: Graéficos dos coeficientes de sustentagao e arrasto em fungao do angulo de
ataque para uma asa tipica.

O coeficiente de sustentacao cresce aproximadamente linearmente com o aumento do
angulo de ataque até as vizinhancas do angulo critico a. (dngulo de “stall’ou angulo de
perda) e entdo cai bruscamente. Isso ocorre aproximadamente em torno de 14 a 18 graus.
Esse comportamento é decorrente do descolamento do fluido da superficie acompanhado
por uma grande geracao de turbuléncia que toma conta da superficie superior da asa de
modo abrupto.

O coeficiente de arrasto cresce de modo aproximadamente parabdlico com o aumento
do angulo de ataque com forte crescimento préximo ao angulo critico.

Quando a asa é simétrica, o coeficiente de sustentagao é nulo e o coeficiente de arrasto é
minimo quando o angulo de ataque é nulo. Nas asas assimétricas isso ocorre para angulos
de ataque ligeiramente negativos.

Em algum angulo de ataque, normalmente pequeno, obtemos a méxima razao C;/Cy
e os avioes sao projetados para operar ao redor desse valor com maior eficiéncia. Alguns
valores tipicos para a razao C;/Cy maxima.

e Asa delta: 4-6

e Pequenos avioes: 8 - 12

Boeing 727: =~ 19

Planadores: =~ 28

Planadores de alta performance: 30 - 50.



Capitulo 4

Sistemas termodinamicos

4.1 O equilibrio térmico

A nocao de corpo quente e corpo frio é primitivamente uma nocao associada aos sentidos
humanos (percepgao que podemos diferenciar esses dois estados de um corpo) e expressar
esse sentimento por uma linguagem. Os sentidos humanos mostram também que o resultado
de colocar d4gua em uma panela sobre o fogo, ou mesmo expor um objeto ao Sol, é uma
sensacao de aquecimento gradual, ou seja, podemos perceber, ou aprendemos a perceber,
situagoes intermediarias entre o muito frio e o muito quente.

A experiéncia nos mostra, através de nossa percepcao, que ao misturar agua fria com
agua quente resulta em dgua em uma situagao intermedidria semelhante ao que ocorre
durante o aquecimento gradual da panela sobre o fogo.

Outro resultado experimental cotidiano é que, quando um corpo frio é colocado em con-
tato com um corpo quente do mesmo tipo, segundo os nossos sentidos o corpo frio se aquece
enquanto o corpo quente se esfria e apés um longo tempo em contato, nao conseguimos mais
distinguir um corpo do outro através dos nossos sentidos. Dizemos entao que os dois corpos
atingiram o equilibrio térmico.

Desde a antiguidade sabe-se que certos materiais tem a capacidade de dificultar ou
de favorecer a rapidez com se atinge o equilibrio térmico. Um recipiente com agua quente
demora mais para esfriar se estiver envolvido com 1a ou papel do que se deixado diretamente
em contato com o ar. Contudo o equilibrio térmico sempre sera alcangado, basta esperar o
tempo suficiente.

Todos esses fatos e resultados favoreceram a ideia de que algo é transmitido de um corpo
para o outro no processo de atingir o equilibrio térmico. De inicio, pensou-se durante muito
tempo que algum tipo de “fluido” passava de um corpo para o outro e se criou a ideia do
“calérico” apesar desse fluido nao ser visivel. Outra constatacao importante é que esse fluido
caldrico parecia ter um sentido preferencial, pois nunca se observou a separagao espontanea
em um corpo quente e um corpo frio a partir de um corpo morno.

57
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4.2 A temperatura

O conceito de temperatura foi introduzido para representar a tendéncia natural da procura
pelo equilibrio térmico. Diz-se que dois corpos que atingiram o equilibrio térmico estao a
mesma temperatura. A auséncia do equilibrio térmico significa que os corpos estdo com
temperaturas diferentes. Para quantificar a temperatura (dar um valor) utiliza-se alguma
propriedade fisica do corpo que seja varidvel com o processo de aquecimento e esfriamento de
modo reversivel. A propriedade mais utilizada é a expansao térmica (linear, superficial ou
volumétrica) devido a facilidade com que a medida pode ser executada. Outra propriedade
utilizada é a variacao da pressao de um gés a volume constante, método padrao para a
medida da temperatura.

Além da propriedade fisica escolhida, é necessario também impor uma correspondéncia
entre a variacao da propriedade e a variacao da temperatura. Usualmente impoe-se uma
correspondéncia linear entre as duas varidveis mas nada impede de utilizar uma outra
funcdo. Por exemplo, uma correspondéncia logaritmica poderia ser interessante se uma
das varidveis tiver uma faixa de variacao muito ampla quando comparada com a faixa de
variacao da outra varidvel.

Uma vez escolhida a correspondéncia linear entre a propriedade fisica e a temperatura,
é necessario estabelecer a escala de temperatura, ou seja, determinar os coeficientes angular
e linear (a e b em y = aT + b) da relagdo. Para isso é necessério tomar dois pontos expe-
rimentais padroes que possam ser reproduzidos com facilidade e repetibilidade. Ao longo
da histéria varios padroes foram utilizados e deram origem a vérias escalas termométricas.
Possivelmente, os padroes mais interessantes tenham sido o ponto de solidificagao e o ponto
de ebulicao da dgua ao nivel do mar. Na escala Celsius ou Centigrada, atribuiu-se os valores
0° C e 100° C a esses dois pontos e a unidade grau centigrado fica determinada como um
centésimo dessa faixa de variagao.

E muito comum utilizar a expansao do mercurio ou do alcool com corante em um tubo
capilar conectado a um reservatério (bulbo) e selado, ambos de vidro (Fig. 4.1).

Figura 4.1: Termometro baseado na expansao de um liquido.

O aquecimento do termometro como um todo provoca a expansao térmica tanto do
recipiente quanto do volume do liquido no seu interior. Contudo, a expansao do volume
liquido é maior que a expansao do volume do recipiente e o liquido expande-se ao longo do
tubo capilar. O fato do diametro do tubo capilar ser pequeno propicia uma grande variacao
ao longo do comprimento melhorando a sensibilidade do instrumento. E importante que
durante o aquecimento o liquido nédo sofra transicao de fase (entre em ebuligdo).

Os diferentes liquidos expandem de modo diferente quando submetidos ao mesmo aque-
cimento de forma que, dois termémetros construidos com liquidos diferentes e submetidos
ao mesmo processo de calibragdo (zero grau na mistura dgua mais gelo e cem graus na
dgua em ebuligdo) podem indicar temperaturas ligeiramente diferentes fora dos pontos de
calibracao, nos valores intermediarios entre zero e cem graus ou mesmo aquém ou além
desses extremos.
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Para evitar esse tipo de problema, procurou-se uma propriedade fisica que fosse inde-
pendente da substancia termométrica. Descobriu-se que todos os gases a baixa pressao tem
comportamento semelhante. A medida da pressdo de um géds a volume constante passou a
ser entao o padrao para a medida da temperatura.

Ja era conhecido que a pressao de um géds a baixa pressao varia linearmente com a
temperatura na escala Celsius, P a T¢, em uma ampla faixa de valores (Fig. 4.2).

P (kg/m’)

T(°C)

Figura 4.2: Variagao da pressao em um gas em funcao da temperatura na escala Celsius.

A extrapolagao do grafico para valores muito baixos de pressao produz, para P = 0 uma
temperatura Celsius de -273,15 © C. Muitos gases nao podem ir a temperaturas muito baixas
pois podem se liquefazer durante o processo, por isso é necessario extrapolar o grafico.

Criou-se entao a escala de temperatura absoluta baseada no termometro a gés onde a
pressao é diretamente proporcional & temperatura expressa em kelvin (K) sendo que em
T =0 a pressao é nula, P=aT.

Para calibrar a escala escolheu-se utilizar o ponto triplo da dgua (coexisténcia da dgua
liquida, sélida e gasosa) como referéncia, que ocorre na pressao de 610 Pa (0,006 atm) e
0,01 ° C e assumiu-se o valor de temperatura de 273,16 K (para ser coerente com a escala
Celsius),

610

= 3 1g 1~ 228127, PemPa, TemKe T = Tc + 273, 15.

O termometro a gés é utilizado como padrao de calibracao para todos os outros termoéme-
tros.

4.3 Expansao térmica nos sélidos

A experiéncia mostra que, quando um sdélido é aquecido, seu comprimento ou qualquer
outra dimensao linear aumenta. Se a variagao de temperatura AT for pequena, a variacao
de comprimento é proporcional ao préprio comprimento e a variacao da temperatura,

AL=«aL,AT, ou L-L,=aL,(T-1T,),

onde L, é o comprimento na temperatura T, e a é o coeficiente de dilatagao térmica linear.
Alguns valores desse coeficiente em ° C~1:

o Aluminio: 2,4 x 1075,
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Cobre: 1,7 x 107°.

Aco: 1,2 x 1072,

Vidro: 0,4 — 0,9 x 107°.

Quartzo: 0,04 x 1075,

Fenomenos semelhantes ocorrem para a expansao da superficie e do volume. Por exem-
plo, a expansao do volume AV é proporcional ao préprio volume e a variagao da temperatura
AT,

AV =~4V,AT, ou V-Vo=74V, (T -T,),

onde V, é o volume na temperatura 7T, e 7y é o coeficiente de dilatagao térmica volumétrico.
Alguns valores desse coeficiente em ° C~! para sélidos e liquidos:

e Alumfnio: 7,2 x 1075,

e Cobre: 5,1 x 107°.

e Aco: 3,6 x 1075,

e Vidro: 1,2 —2,7 x 105,
e Quartzo: 0,12 x 1072,

e Etanol: 75 x 107°.

e Glicerina: 49 x 1075,

e Merctrio: 18 x 107°.

O coeficiente de dilatacao volumétrico estd relacionado com o coeficiente de dilatagao
linear. Suponha um volume cubico com aresta L, e volume V, na temperatura T,. Ao
variar a temperatura, o volume V,, = L3 variard devido as variagdes dos comprimentos das
arestas,

V=(Lo+ALP=L34+3L2AL+3L,AL*+AL>
Sendo A L? e A L? muito pequenos e L3 =V, fica:
V—-V,~3L2AL.
Mas AL=«aL, AT, logo

VfVo%?;LiaLOAT%?)aLgAT,

ou
AV =3aV,AT.

Vemos portanto que v =~ 3 a. Compare os valores apresentados anteriormente.
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Exemplo

Estimemos a variagao do volume de um frasco de vidro contendo 1 cm?® de merciirio (Hg)
até a boca e submetido a uma variacio AT = 100°C. Comparemos com a variagdo do
volume do Hg. Considere ayiqro = 0,6 x 1075 °C~ 1 e Vg = 18 X 10~%°C—1,

Temos que

Avidro = 3 Qidro = 3 X 0,6 x 107° =1,8 x 107°°C~!
2 AViidro = Yvidro Vo AT = 1,8 x 107° x 1 x 100 = 1,8 x 1073 em?.
E para o mercurio
AVigg =Yg Vo AT = 18 x 1075 x 1 x 100 = 18 x 1073 em?.

Observe que AV, é dez vezes maior que AVyidro.

Considere agora que o excesso de volume do mercurio preencha um tubo capilar com
0,1 mm de didmetro na temperatura final. Determinemos o comprimento da coluna de
mercurio nesse tubo.

O excesso de volume vale (18,0 —1,8) x 1072 = 16,2 x 1073 cm.

O comprimento da coluna vale

1% 4V  4x16,2x 1073
= A = — = = ! = 2 2 .
l1=V/ sz oy < (1022 06, 26 cm

4.3.1 Tensoes internas devido a dilatacao térmica

Quando um corpo é aquecido por uma fonte de calor concentrada, uma chama por exemplo,
normalmente isto ocorre de modo desigual. Uma regiao do corpo é mais aquecida do que
outra regiao e nao ocorre o equilibrio térmico entre as diversas partes do corpo de modo
imediato. Isso demora a ocorrer. Em outras palavras, a temperatura do corpo nao é
uniforme durante um certo intervalo de tempo.

A ndo uniformidade da temperatura produz dilatacoes térmicas desiguais nas diversas
partes do corpo criando tensoes internas. Se essas tensoes atingirem a tensao maxima de
ruptura caracteristica do material, ocorre a quebra ou fratura. Isso é o que verificamos
quando um prato de vidro comum é colocado diretamente sobre a chama do fogao. O vidro
é mau condutor de calor e os pontos sobre a chama atingem altas temperaturas enquanto
outros pontos ainda estao frios, gerando grandes tensoes internas que acabam por quebrar
o prato.

Por outro lado, se o aquecimento for gradual e uniforme, em um forno por exemplo, é
possivel elevar a temperatura até o ponto de fusao sem quebra.

Pode-se adicionar certas substancias na formulagao do vidro para aumentar a condu-
tividade térmica de modo a tornar o vidro mais resistente a variagao de temperatura. A
temperatura tende a se uniformizar mais rapidamente de modo que as tensoes internas nao
alcancem a tensao critica.

4.4 Leis da termodinamica

O comportamento termodinamico da matéria é convenientemente descrito por trés leis
experimentais conhecidas como a “lei zero”, a “primeira lei”e a “segunda lei” que nao foram
necessariamente descobertas cronologicamente nessa ordem.
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4.4.1 A lei zero

Tomemos trés corpos, A, B e C. Se o corpo A estd em equilibrio térmico com o corpo B e
o corpo B estd em equilibrio térmico com o corpo C, a experiéncia mostra que o corpo A
estd em equilibrio térmico com o corpo C. Essa lei pode parecer 6bvia mas ndo tem nada de
Obvio nessa afirmacao. A natureza poderia ser diferente. Se uma pessoa A gosta da pessoa
B e a pessoa B gosta da pessoa C, nao podemos afirmar que a pessoa A gosta da pessoa C!

Se o corpo B for um termoémetro que estd em equilibrio térmico com A e também estd em
equilibrio térmico com C, concluiremos que a temperatura de A, indicada pelo termometro,
é igual & temperatura de C.

4.4.2 A primeira lei

A ideia de que o calor estd relacionado a alguma forma de energia evoluiu lentamente
nos séculos XVIII e XIX. Uma observacao importante foi realizada durante o processo de
fabricacao de canhoes. O processo de perfuragao do tubo do canhao produzia um grande
aquecimento, uma grande quantidade de calor que parecia nao ter fim enquanto perdurasse
o processo de perfuragao.

A quantificagdo da transformacdo da energia mecanica em calor deve-se a Sir James
Joule (1818 - 1889) que mediu a elevagdo da temperatura da dgua a partir de um processo
de agitacao mecanica, movimento de palhetas no interior de um recipiente com agua e
termicamente isolado. Ele verificou que o aumento da temperatura era proporcional ao tra-
balho mecénico executado para girar as palhetas utilizando corpos em queda na gravidade.
O corpo em queda estava amarrado a um cordao que, através de roldanas, transformava
o movimento de queda do corpo em movimento de giro de um eixo que movimentava as
palhetas imersas na agua.

Nessa época utilizava-se a caloria como unidade de medida do calor. A caloria é uma
das unidades mais antigas empregada para a medida da quantidade de calor e corresponde
a quantidade de calor necessaria para elevar a temperatura de 1,0 g de agua de 14,5 para
15,5 °C. Joule mostrou experimentalmente que 1 cal = 4,186 N m = 4,186 J.

O conceito atual de calor corresponde a forma de energia que é transferida de um corpo
para outro até que o equilibrio térmico se estabeleca. Uma certa quantidade de dgua pode
ter sua temperatura elevada por contato com outro corpo mais quente (maior temperatura)
ou pode também ter sua temperatura elevada da mesma forma se um trabalho mecanico
for executado sobre essa mesma quantidade de dgua. Essencialmente, o que Joule mostrou
foi que existe uma equivaléncia entre esses dois processos, ou seja, o equivalente mecanico
do calor.

O trabalho mecanico pode ser executado de diversas formas sobre um sistema. Na forma
de agitacdo mecanica (palhetas girando num liquido), fricgao entre as partes e compressao.

Qualquer que seja o processo de transferéncia de energia para um sistema que resulte na
variacao da temperatura deste sistema, essa energia ficard armazenada em alguma forma de
energia interna. A primeira lei da termodinamica é a expressao da conservacao da energia.
Ela diz que a variacao da energia interna de um sistema é igual a soma da quantidade de
calor que entra no sistema com o trabalho executado sobre o sistema por um agente externo

AE; =Q+W. (4.1)

Os processos termodinamicos podem envolver apenas (), apenas W ou os dois simulta-
neamente.
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O calor especifico

A elevagao da temperatura de um corpo para uma determinada quantidade de calor ab-
sorvida pelo corpo depende da massa do corpo e das caracteristicas do material do corpo.
Verifica-se experimentalmente que a quantidade de calor necessaria para elevar a tempe-
ratura do corpo é diretamente proporcional & massa e a a variacdo de temperatura AT
desejada, quando essa variagao é muito pequena.

AQ am AT ou AQ =cm AT, AT — 0.

A constante ¢

140 (4.2)
mdT

é chamada de calor especifico e nao é estritamente constante. Verifica-se experimentalmente
uma pequena variacao dependente da prépria temperatura do corpo. Para a dgua, por
exemplo, varia menos que 1 % de 0 - 100 °C. Adota-se o valor médio ¢ = 4190 J/(kg K)
nessa faixa de temperaturas. O valor padrao a 15 °C é ¢ = 4186 J/(kg K).

Existem situagoes em que a entrada de calor em um corpo nao produz variagao de
temperatura. Isso ocorre nos processos de mudanca de fase, sélido para liquido e vice-
versa, liquido para gas e vice-versa. A experiéncia mostra que um corpo sélido, ao ser
gradualmente aquecido, tem sua temperatura elevada até o ponto em que comeca a fundir.
Por exemplo, um bloco de gelo retirado de um freezer a -20 °C e colocado no ambiente a
30 °C vai se esquentando até atingir 0 °C quando comeca a derreter. Durante o processo
de fusao a temperatura permanece constante enquanto o bloco absorve calor até que todo
o material transforme-se em liquido. O gelo permanece a 0 °C enquanto derrete.

A quantidade de calor absorvida por unidade de massa nesse processo é denominada de
calor latente de fusao Ly. Esse valor depende da substancia utilizada. O mesmo ocorre no
processo de vaporizacao e o calor absorvido por unidade de massa chama-se calor latente
de vaporizacao L,.

o Agua: Ly =3,33x10° J/kg Ly, = 2,26 x 10° J/kg

Chumbo: Ly =2,45x10* J/kg L, =8,70 x 10° J/kg

Prata: Ly =8,82x10*J/kg L, =2,33 x 10° J/kg

Helio: Ly =5,23x10% J/kg L, =2,09 x 10* J/kg
e Oxigénio: Ly = 1,38 x 10* J/kg L,=2,13 x 10° J/kg

Durante esses processos, a variagao da energia interna estd associada a mudanga de
estado. O calor absorvido é utilizado para transformar a substancia de uma fase para
outra fase. Nesses casos, a variacado da energia interna nao esta associada a variacao da
temperatura.

Os processos termodinamicos

O que chamamos de processo termodinamico sao os processos fisicos que envolvem variagao
da energia interna, entrada ou saida de calor e trabalho executado sobre ou por um sistema
fisico.
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Tomemos um gés ideal, regido pela equacao dos gases perfeitos PV = n RT. Considere-
mos que esse gas esteja no interior de um cilindro com um pistao moével. Se uma forga F apli-
cada ao pistao o deslocar de modo a comprimir o gas, um trabalho AW =F-Al = —P AAl
serd executado sobre o gas. Variando o volume do gés de um valor V; a outro valor V5 te-

remos um trabalho total
Vo
W=-— / Pdv.

Vi

Considere que o sistema esteja isolado de modo que nao exista nem entrada nem saida
de calor. Teremos

Va
AFE;, = — / Pav.
Vi
O trabalho executado pelo agente externo contra a pressao do gas resulta na variacao da
energia interna. Para avaliar essa integral é necessario saber como a pressao se comporta
durante a variacdo do volume, ou seja, necessitamos conhecer P(V'). Observe que a equagio
dos gases ideais relaciona P com V e T, P =n RT/V, contudo nido sabemos como a tem-
peratura se comporta uma vez que o sistema esta isolado. Precisamos de uma informacao
adicional para reduzir a expressao da pressao apenas a dependéncia com o volume de modo
que a integral possa ser calculada. Por enquanto nao temos tal informacao.

Em qualquer caso, o estado de um gés esta definido pelos valores de P, V e T. Ou seja,
um ponto no espaco tridimensional de eixos oP, oV e oT. Uma mudanca de um estado
1 para um estado 2 corresponde a uma linha curva ou trajetéria ligando os dois pontos
correspondentes aos dois estados (Fig. 4.3).

P (kg/m’)

Figura 4.3: Evolugao do estado de um gas de um estado 1 para um estado 2.

Essa trajetoria nos indica como as varidveis estao mudando para ir de um estado a outro.
A trajetoria é definida pelo processo termodinamico que leva um sistema de um estado a
outro.

Para determinar o trabalho realizado pelo agente externo, basta utilizar a projecao dos
pontos e da trajetéria no plano P V e calcular a drea abaixo da curva (Fig. 4.4).

Va
S = / PdV = -W, 1 = estado inicial, 2 = estado final.
Vi
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2

Vy v(m)

Figura 4.4: Trabalho executado por um gas para ir de um estado 1 para um estado 2. A
area sobre a curva representa esse trabalho

Por exemplo, considere que um gés ideal seja comprimido por um pistao mantendo a
temperatura constante. Isso pode ser obtido colocando o cilindro e o pistdo em contato
com um reservatério térmico a uma temperatura 7. Um reservatério térmico é um meio
tao grande e tao massivo que a entrada ou saida de calor finita nesse meio nao altera prati-
camente sua temperatura (uma piscina de 100 m® de dgua a 25°C nio altera praticamente
sua temperatura quando entra uma pessoa a 36°C).

Uma vez que a temperatura foi mantida constante, a equacao dos gases pode ser usada
para avaliar a integral

Va T
W:—/ nRT o aRTWMY2 —nRT WA
i |4 Vs

Um outro processo possivel seria representado a seguir (Fig. 4.5).

P (kg/m’®)

Figura 4.5: Trabalho executado por um gas para ir de um estado 1 para um estado 2 em
um processo a pressao constante seguido por um processo a volume constante

Nesse processo temos uma trajetéria horizontal com pressdo constante (com trabalho
diferente de zero) e uma trajetdria vertical com volume constante (com trabalho nulo).

V2 V2
W:—/ PdV:fpl/ AV = —P, (Vs — ).
V1 Vl

Nao estamos, no momento, interessados em discutir as condigoes que levam a esse tipo
de processo mas apenas calculando o trabalho associado a esse processo.
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Vemos portanto que o trabalho executado é dependente dos valores inicial e final bem
como da trajetoria que liga os dois pontos. A trajetéria que leva um estado a outro estado
depende dos processos termodindmicos envolvidos. Vejamos alguns deles:

1. Processo adiabdatico: processo em que nao ha troca de calor entre o sistema e suas
vizinhancas, o sistema esta termicamente isolado. Nesse processo Q@ =0e AE; = W.
Isso pode ocorrer porque o sistema ¢é perfeitamente isolado ou porque, apesar do
sistema nao ser isolado, o processo é tao rapido que nao dé tempo para o calor se
propagar antes do processo terminar. Dois exemplos evidenciam essa possibilidade: a
producao da onda sonora na faixa audivel com frequéncia minima de aproximadamente
15 Hz produz uma compresséo e rarefacao do ar em um perifodo de 1/15 s. O ar nao é
isolante perfeito mas a compressao e a rarefagao ocorrem tao rapidamente que o calor
nao entra nem sai da massa de ar. A compressao rapida eleva a temperatura local e
a rarefacao rapida reduz a temperatura local de modo que o valor médio permanece
constante. No segundo exemplo, em um motor Diesel o ar é comprimido rapidamente
por um pistao em um cilindro e tem seu volume reduzido em até vinte vezes o que
provoca um grande aumento da temperatura. A variagao da energia interna devido
ao trabalho executado é representada pelo aumento da temperatura. O éleo Diesel
injetado sob essa condigao se inflama e ocorre a queima produzindo gases em alta
pressao e temperatura que ao expandir produz o trabalho mecanico desejado.

2. Processo isotérmico: processo em que a temperatura é mantida constante por contato
com um reservatorio térmico. Nesse caso, nao ha variacao na energia interna, AE; =0
e consequentemente W = —(@Q. O trabalho realizado sobre o sistema ¢é transformado
em calor que sai do sistema. Isso é o que ocorre quando um gas é comprimido lenta-
mente por um pistdo em um cilindro condutor (metélico) na temperatura ambiente.
O diagrama P x V para um gas em expansido nessa condigdo é uma hipérbole Pa1/V

(Fig. 4.6).
P (kg/m’)
ol
Pl
0 : !

~

Vo v (m)
Figura 4.6: Diagrama P x V do processo de expansao isotérmica.

3. Processo isobdrico: processo em que a pressdo ¢ mantida constante. Por exemplo, o
gés é mantido comprimido pelo peso do préprio pistao. Se o gés for aquecido (entrada
de calor) a temperatura e o volume aumentardo mantendo a pressao constante. Um
trabalho Py (Vy —V;) serd realizado pelo géds e —FPy (V — V;) pelo agente externo (Fig.
4.7). Nesse processo AE; = Q — Py (Vy — V;).

4. Processo isocérico: processo em que o volume é mantido constante. Um géds aprisi-
onado dentro de um botijao metélico e submetido ao aquecimento exemplifica esse
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P (kg/m’)

Co Ve y )

Figura 4.7: Diagrama P x V do processo isobarico.

processo. Como o volume permanece constante, nao existe trabalho executado. Por-

tanto, AE; = ou seja, a variacao da energia interna estd apenas associada a
) K K

transferéncia de calor.

5. Expansao livre: uma situacao interessante é a chamada expansao livre de um gas.
Considere um gés confinado em um recipiente em um compartimento separado por
uma membrana. O recipiente estd isolado do meio externo. No compartimento da
esquerda, a pressao é Py e na direita a pressao é zero (Fig. 4.8). A energia interna
estd associada ao gés que esta no lado esquerdo.

P, P=0
\A Vv,

Isolante

Figura 4.8: Expansao livre de um gés.

De repente, a membrana se rompe e o gas passa a ocupar todo o volume disponivel
(V1 + Va). Nessa expansdo nao existe realizagdo de trabalho, W = 0 e por isso é
chamada de expansao livre. Como o sistema estd isolado, também nao ha fluxo de
calor, @ = 0. Portanto AFE; = 0, ou seja, a energia interna permanece constante,
nao ha variacao de temperatura. Observe, contudo, que o estado mudou. A pressao
diminuiu e o volume aumentou.

4.4.3 A segunda lei

Nossa discussao anterior foi baseada na primeira lei da termodindmica AE; = Q + W que
é a expressao da conservagao da energia. Em alguns processos estudados, o fluxo de calor
pode ocorrer para dentro ou para fora do sistema. Nos processos naturais, o calor flui
do corpo quente para o corpo frio e nunca no sentido inverso mesmo que atenda a lei da
conservagao da energia. Além disso, alguns processos tem um sentido preferencial mesmo
que nao envolva transferéncia de calor como no caso da expansao livre de um gas. Em
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todos esses casos dizemos que os processos sao irreversiveis. Os processos tem um sentido
preferencial.

A segunda lei da termodindmica foi estabelecida por Rudolf Clausius (1822 - 1888)
como: “O calor nao flui espontaneamente de um corpo frio para um corpo quente”.

Em 1885 ele apresentou uma nova varidvel associada ao estado de um sistema deno-
minada de entropia e associou a variacao dessa varidvel a sua formulagao da segunda lei
afirmando que nos processos naturais a entropia de um sistema tende sempre a aumentar.

Considere um processo fisico em um gas e trajetorias que liguem dois estados do sistema,
estado 1 e estado 2. Algumas dessas trajetérias podem ocorrer como processos naturais
espontaneos, as trajetérias irreversiveis, enquanto outras nao ocorrem espontaneamente. A
variavel entropia, por defini¢ao, sé deve depender dos estados inicial e final do sistema e
nao depender da trajetéria (processo) que leve o sistema a ir de um estado para o outro.
Foi verificado que a integral

2 40
|7

avaliada através de um processo reversivel qualquer que ligue os dois estados possui essa
propriedade.
A entropia foi entao definida em 1865 de tal modo que sua variagao correspondesse a

essa integral.
2 dQ
AS1_o = —. 4.
sia= [ 3 (13)

Os processos naturais correspondem aos valores positivos dessa integral. A entropia
final é sempre maior que a entropia inicial.

Posteriormente, verificou-se que a entropia é uma variavel de estado associada ao grau
de organizagao do sistema e que o aumento da entropia corresponde a um aumento da
desordem. A evolucdo natural ou espontanea de um sistema corresponde a um aumento da
desordem, ou seja, a um aumento da entropia.

A expanséo livre de um gas é um bom exemplo de aumento da desordem sem variacao
da energia interna. Antes da expansdo as moléculas do gds que ocupavam o primeiro
recipiente estavam mais organizadas, a energia ocupava uma regiao menor do espago. Apos
a expansao, essa mesma quantidade de energia ocupa uma regiao maior, as moléculas estao
mais dispersas, mais desorganizadas. Essa é a tendéncia natural.

Exemplo

Um tubo cilindrico, vertical, com a base fechada, possui raio 4,0 cm e 50,0 cm de altura e
esta cheio de ar a 20 °C e 1,0 atm. Um pistao de 50,0 kg é colocado no cilindro e deixa-
se comprimir o ar sob o peso do pistao que desce até atingir uma altura h; enquanto a
temperatura é mantida constante no valor inicial. Em seguida, aquece-se o ar o suficiente
para o pistao retornar a altura inicial hg = 50,0 cm. Assumindo que o géds se comporta
como gas ideal determinemos:

1. A altura hj.

2. A temperatura que o gés deve atingir para retornar a altura inicial.
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3. O calor transferido para dentro do sistema e o trabalho executado pelo agente externo
em cada etapa do processo supondo que a energia interna do gés seja diretamente
proporcional & temperatura, E; = a T (T expresso em kelvin).

Representemos as diversas etapas do processo (Fig. 4.9):

P, P, P,

hy - B hy

Voo Po, T, h{ Vi P, T, Voo P, T,

Figura 4.9: Exemplo de processo termodinamico.

Na primeira etapa do processo o gés é comprimido a temperatura constante e da equagao
dos gases ideais PV =n RT temos

POVO:P1V1 .'.PohoAzplhlA .'.hlzho—.

Contudo, a pressao P; é o resultado da pressao exercida pelo peso do pistao e a pressao
atmosférica Py que atua em cima do pistdo (Pyp = 1 atm = 1,013 x 10° Pa),

mg 5 50 x 9,8 5
P, =P —= P =1,01 1 —— =1 10° Pa.
1 o + 1 oP ,013 x 10 +7r><(0,04)2 ,988 x 10° Pa
A altura h; vale entao,
1,013 x 10°
hy = —Z_— __=0,2 .
1 =05 T osg % 10r - 0 m

Na segunda etapa do processo, o gas é aquecido em um processo isobarico e da equagao
dos gases temos

PV PV Yo ho A 0,5

= =Ty =2 =T, = 293,15
To Ty 20 T A 0,255

= 574,80 K = 301, 65 °C.

Determinemos a quantidade de calor que entra no sistema em cada etapa. Na primeira
etapa, processo isotérmico, nao ocorre variagao da energia interna ja que ela é proporcional
a temperatura, A E; = 0. Portanto, Q = —W. Esse trabalho vale:

Vi Vi Vi
1 "nRT, | V; h
W=— PdV = —/ RET0 gy — —nRTO/ —dV = —nRTyIn — = —nRT,In —.
Vo vV v V Vo ho

Mas sabemos que Py Vo =n R Ty,

h 0,255
W =-PRV 1nh—1 = —1,013 x 10° x 7 x (0,04)% x 0,5 x In — =171,43 J.

0 )
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Portanto Q = - 171,43 J. O calor sai do gas para o meio ambiente.
Na segunda etapa do processo, processo isobarico, houve variagao de temperatura, ou
seja, variagdo na energia interna AE; = a(Ty — Tp). O trabalho nesse caso vale

Vo Vo
WZ—/ P dvV=-P dV:PI(‘/l_VO):Pl(hl_hO)A
Vi |41

O calor que entra no sistema vale
Q: 7W+AEZ = 7P1 (h1 7h0)A+a(T27T0) =
Q = 1,988 x 10° (0,5 — 0,255) 7 (0,04)% + a(547,80 — 293, 15) = 244,82 + a x 254,65 J.

A determinagao final depende do valor da constante a. Em todo o caso, sendo positivo o
valor dessa constante, vemos que o calor é positivo. Portanto, o calor entra no gias como é
esperado.

4.5 O calor especifico de um gas ideal

Se tomarmos um gés no interior de um recipiente fechado e o submetermos a um processo de
aquecimento introduzindo uma certa quantidade de calor A(Q), verificaremos uma elevagao
da temperatura AT. A quantidade de calor necessaria para produzir essa elevacao de
temperatura depende da quantidade de massa especificada pelo niimero de moles bem como
do incremento de temperatura. O calor especifico molar a volume constante é definido como
a constante de proporcionalidade entre essas grandezas,

dQ = Cy ndT.

Observe que na condi¢ao de volume constante nao existe expansao do gas e o trabalho

executado pelo gés é nulo, Wess = 0 bem como o trabalho executado pelo agente externo,
W = —Wgss = 0. Como

Ty
AE;=W+Q, .. AEi:0+/ Cv ndT.
T;

Se a variacao de temperatura nao for muito muito grande, a experiéncia mostra que Cy =~
constante e
AE; = Cy n AT.

Consideremos agora a situagao em que a pressao do gas seja mantida constante, por
exemplo, um gés em um cilindro com um pistao mével com um determinado peso. Nesse
caso, a introducao de calor ocasiona a expansao do gas havendo realizagao de trabalho,

AWgss = P dV.
Se o gas tem comportamento de gés ideal, PV =n RT e dP = 0, temos

PdV =n RdT

deés:anT, WgéSZ’I’LRAT e W=-nRAT.
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A entrada de calor no gés a pressao constante também produz elevagao de temperatura,
sendo possivel definir um calor especifico a pressao constante como

dQ = Cpndl, - Q =CpnAT,

considerando o fato experimental que C'p é constante para variagbes de temperaturas nao
muito grandes.

Para uma variacao de temperatura dT’, a experiéncia mostra que a quantidade de calor
d@' no processo a pressao constante é maior que a quantidade de calor d@ no processo a
volume constante, o que equivale dizer que Cp > Cy . Vejamos alguns gases (Tab. 4.1):

Cv Cp | Cp—Cy | y=Cp/Cy
Heeo Ar | 12,47 | 20,78 | 831 1,67
Ho | 20,42 | 28,74 | 8,32 141
N, | 20,76 | 2874 | 832 1,40
O, 120,85 | 2917 | 831 1,40
CO, | 2846 | 36,94 | 848 1,30

Tabela 4.1: Calores especificos (J/(mol K) de gases.

Como AE; = @Q + W , podemos escrever
AE; =Cpn AT —n RAT.

Contudo, para uma mesma variacao de temperatura AT tinhamos que AFE; = n Cy AT.
Entao,
nCy AT =nCp AT —n RAT

. Cp—Cy =R (4.4)
e a razao o Co it R R
P v
= —_— = 1 —_—. 4.5
Cy - Oy T (45)

De acordo com os dados da tabela, para os gases monoatoémicos He e Ar Cp/Cy = 1,67.
Portanto

1,67:1+£ Cvz;R

Cp:CerR%gR.

4.5.1 Processo adiabatico e calor especifico

Procuremos encontrar uma relacao entre o volume e a pressao em um processo adiabético:
Sabemos que nesse processo AE; = W ou em termos infinitesimais d(AFE;) = dW.
Portanto,
nCydl = —-PdV.

Mas, PV =nRT
nRT

%

. nCydl =— av
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e substituindo a equagao (4.5)

dT R 4V av
T oy v 0y
Integrando temos
InT=—(y—1) nV + cte’ S InT+In VO™ = cte’
S TVO™Y = cte.

Se quisermos expressar em fungdo da pressdo com T’ = P V/(n R) fica

P—;Vh*l) = cte
n

ou
PV

n

= cte. (4.6)

4.6 A teoria cinética dos gases

Essa teoria é uma tentativa de descricao do comportamento macroscépico de um gas re-
presentado pela equacdo empirica para os gases ideais PV =n RT (ou PV = Nkp T,
kp = R/Na4, onde N é a quantidade de moléculas e N4 é o nimero de Avogadro) a partir
de um modelo microscépico para o comportamento das moléculas do gds. Baseia-se em
algumas hipdteses:

1. Em qualquer amostra de um gas, a quantidade de moléculas é muito grande e a
distancia média entre moléculas é muito maior que o tamanho da prépria molécula
(modelo pontual).

2. Individualmente, cada molécula obedece as leis da mecénica (equagoes de Newton) e
pode possuir qualquer valor de velocidade entre zero e infinito.

3. As moléculas colidem umas com as outras e com as paredes do recipiente de modo
elastico e com forgas de curto alcance. As interagoes sé ocorrem quando as distancias
sao muito pequenas, da ordem do préprio tamanho atéomico ou molecular.

4. Todas as moléculas podem ser consideradas iguais entre si, nao ha como distingui-las,
sao idénticas.

Se tomarmos um recipiente cibico, de lado d e considerarmos o movimento molecular
com componente ao longo do eixo oz, essas hipdteses nos levarao a concluir que a forca
média devida aos choques das moléculas com uma parede perpendicular a esse eixo vale
m

F =
d

92
N v2
onde m é a massa molecular, N é a quantidade de moléculas no recipiente e v2 é o valor
médio do quadrado do médulo da componente da velocidade na direcao do eixo oz.

Para mostrar essa expressao estimemos a forga que uma molécula que se move para a
direita com velocidade v, exerce sobre a parede ao se chocar. Essa forca é igual a variacao da
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quantidade de movimento da molécula no intervalo de tempo entre dois choques sucessivos
F = Ap,/At. A variagdo da quantidade de movimento vale 2 m v, e o intervalo de tempo
para uma molécula sair de uma face do cubo, ir até a outra face oposta e retornar vale
2d /v,. Entao

2
2muv,  mug

Fcho ue de uma molécula = 57, — — 5
aue de uma moléeula = 57575, 1 Ty

Mas existem N moléculas com diversas velocidades v, de modo que a forga média exercida
sera
2
mv2 m —
F=N L =N — 02
d d
Considerando que uma molécula pode ter velocidade em qualquer direcao com a mesma

probabilidade e que o médulo da velocidade vale v? = v2 + ’U; + v2 temos:

12 — 2 L2 4 2 12 — 02 — 12
v =g + vy + vz e Vg = Uy = U

2 — 2.2

Sov = 3vs.

Entao .

2

m v

F=—N—

d 3

e a pressao na parede sera

F mN—= 1IN — 2N muv?

=0 = V= muv? =-—
2 d3 3 3V 3V 2
Ou seja, a pressao esta relacionada com a energia cinética média das moléculas.
Também podemos escrever

2 _muv?
PV ==-N
3 2
e se compararmos com a equagao dos gases ideais PV = N kg T temos que
2 mo?
kpT ==
B 3 2 )

ou seja, a temperatura estd associada com a energia cinética média de uma molécula do
gas,

mv? 3

—kpT. 4.7
A (4.7)

Como -

v =02 +v2 + 02 = 30}

temos que
m(v;)? 1

———— = —kpT. 4.8
2 2" (48)

Ou seja, cada grau de liberdade do movimento da molécula tem uma energia associada
a 1/2 kp T. Falamos entao na energia média por grau de liberdade.

Essa teoria funciona bem para os gases monoatomicos onde a energia média estd as-
sociada apenas & energia cinética de translacao. Nos gases moleculares (com mais de um
dtomo) outras formas de energias estao presentes como a energia de vibragdo e a energia de
rotacao. Contudo, a energia total de cada molécula ainda é proporcional a temperatura.
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4.6.1 Distribuicao de velocidades em um gas

Em qualquer amostra macroscépica de um géds, a quantidade de dtomos é enorme. As
velocidades de translacdo no processo de agitagao térmica vao de valores muito baixos
até valores tao altos como milhares de metros por segundo e pode-se encontrar qualquer
valor de velocidade no interior dessa faixa de maneira praticamente continua. Em outras
palavras, existe uma distribuigdo N, (ndmero de particulas por intervalo de velocidades) que
representa uma determinada quantidade AN de dtomos ou de moléculas em uma pequena
faixa de velocidades entre v e v + Av. Essa distribuicao N,, definida de tal forma que

AN = N, Av,  Av—0,

foi desenvolvida por James Clerk Maxwell em 1860 e verificada experimentalmente com
precisdo 60 anos depois. Tem o aspecto da figura (Fig. 4.10) para uma determinada
temperatura.

N,

v

o v v+ Av %
Figura 4.10: Distribuigao de velocidades em um gas a uma temperatura 7.
AN corresponde & area sob a curva entre v e v + Av e a area total com velocidades

entre zero e infinito é o nimero total de particulas N na amostra do gas.
A expressao de N, é

mo N2
N,=47N (——— ZeTzhpT
i <2kaT> ve s

chamada de distribuigao de velocidades de Maxwell-Boltzmann.
A probabilidade de encontrar um grupo de particulas com velocidade entre v e v + Av
¢ dada pela fragdo AN/N.
AN N, Av

Prob = — = .
r0 NG N

Com essa probabilidade podemos calcular a velocidade quadratica média, V v2, e determinar
a energia cinética média de uma molécula. Encontra-se

= ks T — kg T
Vo2 e 1,73/ 22= - P 1,732 2R
m m

1,732 3
2 2

muv? ~

N | =
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4.7 Maquinas térmicas

Denominamos de maquina a qualquer dispositivo capaz de transformar uma forma de e-
nergia ou trabalho em outra forma de energia ou trabalho.

A méaquina térmica é aquela que transforma energia interna em outra forma de energia
ou trabalho que sejam tteis através de processos térmicos (com troca de calor). Por e-
xemplo, em uma maquina a vapor, a energia interna do combustivel é liberada pela queima,
aquecendo a adgua e transformando-a em vapor a alta pressao que desloca um pistao e realiza
um trabalho mecanico. Porém, a experiéncia mostra que nem toda energia é convertida em
trabalho mecanico, parte da energia proveniente da queima do combustivel é transformada
em calor que sai da maquina junto com o vapor de exaustao.

Podemos representar a maquina térmica pelo seguinte diagrama (Fig. 4.11):

Fonte quente

0.

Maquina E:> W,

0,

Fonte fria

Figura 4.11: Diagrama de uma maquina térmica.

Nesse diagrama,
® (). é o calor que entra na maquina;
o W,, é o trabalho executado pela maquina;

e (s é o calor que sai da maquina;

Qe =W, + Qs-
A eficiéncia ou rendimento da maquina é definida como a razao entre o trabalho realizado
pela maquina e o calor que entra na maquina,

W Qe-Qs Qs

Qe Qe Qe

Portanto, quanto menor for o calor que sai da maquina maior serd a eficiéncia. A
experiéncia mostra que a eficiéncia de uma maquina térmica é sempre menor que a unidade.

O que se pergunta é: qual é a maxima eficiéncia que uma maquina térmica pode ter? de
que depende tal eficiéncia? A resposta a essa pergunta foi dada por Sadi Carnot em 1824
para uma méquina ciclica teérica conhecida como a méaquina de Carnot.

(4.10)
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Uma maquina ciclica é aquela que, em sua operagao ou processo, inicia em um ponto no
espago que define o estado termodinamico, percorre uma trajetéria nesse espago e retorna
ao ponto de partida. Por exemplo, um gds confinado em um cilindro com um pistao (sem
vazamento) que pode comprimir-se ou expandir-se & vontade por um agente externo de
modo que possa partir de um estado Py, Ty, Vo, ir a outro estado P, T7, Vi por uma
trajetoria e retornar a Py, Ty, Vo por outra trajetoria.

Carnot mostrou que a maxima eficiéncia pode ser obtida realizando dois processos
isotérmicos e dois processos adiabaticos reversiveis e encontrou que

P S (4.11)

Qe Tq
onde Ty é a temperatura absoluta da fonte fria e T, é a temperatura absoluta da fonte
quente. Ou seja, a eficiéncia dessa méquina térmica depende apenas das temperaturas
das fontes quente e fria. Para obtermos alta eficiéncia a diferenga entre as temperaturas
das fontes deve ser a maior possivel. Por esse motivo, as turbinas a vapor e os motores
de combustdo interna trabalham com altas temperaturas (até onde é tecnologicamente
possivel) ja que a fonte fria estd limitada pela temperatura ambiente (= 290 K).
Vejamos agora como Carnot idealizou sua méquina:

O ciclo de Carnot

O ciclo de Carnot em um géas ideal consiste em uma compressao isotérmica, uma compressao
adiabatica, uma expansao isotérmica e finalmente outra expansao adiabatica voltando ao
ponto de partida (Fig. 4.12).

P (kg/m’)

© Vmin r Vmin V (mS)
Figura 4.12: Ciclo de Carnot.

Com esse ciclo, Carnot maximizou a area no interior da curva realizando o méximo
trabalho possivel da maquina. Essa maximizacao estd baseada no fato da curva adiabatica
possuir maior inclinagao que a curva isotérmica para uma mesma temperatura.

Um gés ideal € inicialmente comprimido em um processo isotérmico do ponto a ao ponto
b como mostrado no diagrama P x V. Nessa compressao, uma quantidade de calor Q4 sai do
sistema enquanto é mantido na temperatura fria Ty. O trabalho realizado sobre o sistema

vale: v v
b *nRT Va
Wafb:*/ PdV:*\/ anV:TLRTfIHV
Va Va b
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mas

RQ=-Qs=-Wa,=—nRTj Y. (4.12)
Ve

Em seguida é realizada uma compressao adiabatica de b para c elevando a temperatura
até a temperatura da fonte quente T},. Nesse processo, a variacao de temperatura deve ser
tal que TV ~1 = cte. Entao

T, v =1, v, (4.13)

Depois ¢ realizada uma expansao isotérmica na temperatura 73, do ponto ¢ para o ponto
d com absorc¢ao de calor e uma quantidade de calor ). entra no sistema:

E

Q=Qc=-Weg=-nRT, and

(4.14)

Finalmente é realizada uma expansao adiabética do ponto d para o ponto a tal que
T, v =1, v, (4.15)

Das equagoes (4.12) e (4.14) temos:

Va
@ _ v Ty (4.16)
Qe ln% Tq

E das equagoes (4.13) e (4.15) temos:

%: %. (4.17)
Entao
% % (4.18)
e
e:l—%:l—%. (4.19)

4.7.1 Maquinas de combustao interna

Sao maquinas térmicas em que o combustivel é queimado no interior da maquina produzindo
elevagao da temperatura e conversao da energia interna em trabalho. Essas maquinas
funcionam em regime ciclico, partindo e voltando ao mesmo ponto no diagrama P x V.
Contudo, a substancia de trabalho (combustivel mais ar) é trocada durante o processo mas
a quantidade de massa que entra é igual a quantidade de massa que sai. Destacam-se as
maquinas baseadas no ciclo Otto e no ciclo Diesel.
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Valvulas
Admissao l/ \ Esc

Gas

Pistao

Biela

Eixo de manivela

Figura 4.13: Motor de combustao interna.

Ciclo Otto

E o ciclo utilizado nos motores a gasolina, alcool e gas natural e consiste em quatro fases
distintas correspondentes ao movimento de um pistao no interior de um cilindro que contém
duas védlvulas em um dos seus extremos mostrado esquematicamente na figura (Fig. 4.13).

Iniciemos o ciclo com o pistdo em sua posi¢do mais alta (ponto morto superior). Na
primeira fase, fase de admissao, o pistao desce puxado pela biela que estd conectada a

um eizo de manivela e a medida que desce, aspira a mistura ar-combustivel pelo duto de
admissdo, passando pela valvula de admissao que encontra-se aberta nessa fase (Fig. 4.14).

Admissio Valvula aberta

!

Figura 4.14: Fase de admissao no motor de combustao interna.

O volume no interior do cilindro varia do valor minimo Vi, ao valor maximo Viax =
7 Vinin (usualmente r entre 8 e 10) quando o pistdo chega no ponto morto inferior. Ao
chegar nesse ponto, a valvula de admissao é fechada e comeca a fase de compressao do gés
com a subida do pistdo empurrado pelo eixo de manivela através da biela (Fig. 4.15).

A redugao rapida do volume ocorre de modo adiabatico com elevagao da pressao e da
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Valvulas fechadas

WY

Gas

Pistao

Figura 4.15: Fase de compressao no motor de combustao interna.

temperatura correspondendo & trajetéria do ponto a ao ponto b no diagrama da figura (Fig.
4.16).

P (kg/m’)

© Vmin r Vmin V (m})
Figura 4.16: Compressao adiabatica na fase de compressao do motor.

No término da compressao, quando atinge quase o volume minimo, uma centelha produ-
zida na vela de ignicdo inicia a queima do combustivel e ocorre uma elevacao da temperatura
e da pressao a volume constante, trajetéria do ponto b ao ponto ¢ no diagrama da figura
(Fig. 4.17). Uma quantidade de calor Q). proveniente da queima entra no ar aquecendo-o.

Comega entao a fase de expansao ou fase de poténcia em que os gases quentes em alta
pressdo empurram o pistdo para baixo num processo de expansio adiabética (Fig. 4.18)
correspondente & trajetéria do ponto ¢ ao ponto d no diagrama da figura (Fig. 4.19). Nessa
fase, os gases quentes em expansao realizam trabalho ao empurrar o pistao. Parte desse
trabalho é convertido em energia cinética de rotagdo em um volante (massa rotativa) pelo
eixo de manivela. Outra parte do trabalho é fornecida pelo motor como trabalho 1til no
eixo do motor (para movimentar o veiculo por exemplo).

Quando o pistao chega em baixo (ponto morto inferior) a vélvula de exaustao é aberta
e a pressdo cai para a pressdo atmosférica, ponto d ao ponto a no diagrama da figura (Fig.
4.20) com a saida parcial dos gases queimados. E o inicio da fase de exaustéo.

O pistao volta a subir (Fig. 4.21), empurrado pelo eixo de manivela através da biela,
expelindo o restante dos gases queimados pelo duto de exaustao, até atingir novamente o
topo (ponto morto superior) quando a vdlvula de exaustao é fechada. A partir desse ponto
recomeca um novo ciclo.

Nota: O movimento de sobe e desce do pistao nas diversas fases do ciclo é feito as custas
da energia cinética de rotagao acumulada no volante com excegao da fase de expansao onde
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P (kg/m®)
C
Qe
==
kb
1 g
© Vmin r I/mm V (mS)

Figura 4.17: Queima a volume constante no motor.

Valvulas fechadas

WY

Gas
expandindo

Pistao

Figura 4.18: Expansao do gds queimado no motor.

essa energia é produzida. Isso corresponde ao motor em funcionamento continuo. Para
iniciar o funcionamento do motor a partir do repouso é necessario a interferéncia de um
agente externo para fornecer a energia cinética inicial. Isso normalmente é feito por um
motor de arranque que movimenta-se as custas de alguma outra forma de energia, por
exemplo, energia elétrica acumulada em uma bateria ou energia quimica vinda dos alimentos
quando uma pessoa aciona manualmente o motor.

O rendimento do ciclo Otto ideal (baseado no gés ideal) é dado por

1

e=1———.

= (4.20)
Sendo r entre 8 e 10 e v = 1,4. Para r = 8 temos e ~ 56%.

Na pratica, obtém-se e ~ 35% devido a uma série de fatores como conducédo térmica das
paredes, queima incompleta, gas nao ideal etc.

Ciclo Diesel

Nesse ciclo, durante a fase de admissao, s6 é admitido ar sem combustivel. Durante a
fase de compressao adiabatica o volume é reduzido de quinze a vinte vezes (r = 15 — 20)
o que faz a temperatura e a pressao atingirem valores muito altos, maiores que no ciclo
Otto. Terminada a compressao, o combustivel comega a ser injetado aos poucos ao mesmo
tempo que o pistao comeca a descer e a queima se da a pressao aproximadamente constante
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P (kg/m®)
C
Qe
==
b d
. a
© Vmin r I/mm V (mS)

Figura 4.19: Expansao adiabatica no motor.

P (kg/m’)
C
QC’
=

d

; 0,

s —=

; Lo

° Vmin erin V(m3)

Figura 4.20: Exaustao com a saida de calor no motor.

durante um certo aumento de volume. Em seguida vem a fase de expansao adiabatica e o
ciclo se completa como no ciclo Otto (Fig. 4.22).

A eficiéncia desse ciclo no caso ideal vale e = 65% — 70% e no caso real é menor, porém
maior que a do ciclo Otto.

4.7.2 Maquina de refrigeracao

Como vimos anteriormente, os motores sao maquinas térmicas cuja finalidade é produzir
trabalho mecanico a partir da conversao parcial do calor fornecido por uma fonte quente e
cuja sobra de calor dirige-se para uma fonte fria. O parametro de interesse no caso do motor
foi definido como a razao entre o trabalho mecanico produzido e a quantidade de calor que
entrou na maquina e foi chamado de eficiéncia justamente por medir o aproveitamento da
energia no processo de conversao (e = W, /Qe).

Consideremos agora uma méaquina térmica que funciona de modo oposto, o refrigerador.
O interesse dessa maquina ¢ retirar calor de uma fonte fria e leva-lo para uma fonte quente,
contrariando a tendéncia natural do fluxo de calor que é ir da fonte quente para a fonte
fria.

Essa retirada de calor da fonte fria é feita as custas de um trabalho mecanico W realizado
por um agente externo sobre a maquina e o processo é representado na figura (Fig. 4.23).
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Figura 4.21: Fase de exaustao com a saida dos gases e calor no motor.
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Figura 4.22: Diagrama P x V no ciclo Diesel.

Nesse diagrama temos:
® (s é o calor que sai da maquina,
e (). é o calor que entra na maquina,

o W é o trabalho executado sobre a maquina por um agente externo e

Qs:Qe+W

Na méquina de refrigeracao, o parametro importante é o coeficiente de performance K,
definido como a razdo entre a quantidade de calor retirada da fonte fria (e que entra na
méquina) e o trabalho executado pelo agente externo sobre a maquina para retird-lo.

Qe
K, = W

Com essa definicao, quanto menor for o trabalho executado pelo agente externo para
transferir o calor da fonte fria para a fonte quente, maior serd este coeficiente.

Um processo muito utilizado para retirar calor de um reservatério térmico a uma tem-
peratura T, consiste em forcar a vaporizagao de um liquido em contato com o reservatorio
através da reducao da pressao. Considere, por exemplo, uma substancia que se encontre no
estado liquido & temperatura ambiente (300 K) e na pressdo atmosférica. O dlcool etilico, a
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Figura 4.23: Representagao da maquina de refrigeracao.

acetona, o éter e o freon R11 sdo bons exemplos (na verdade, alguns desses liquidos estdo a
uma pressao pouco maior que a atmosférica em um recipiente fechado nessa temperatura).
Se colocarmos essa substancia no interior de um cilindro com um pistao e puxarmos o pistao
de modo a aumentar o volume no interior do cilindro e reduzir a pressdo (que era igual &
pressdo atmosférica), o liquido entrard em ebuligdo nessa temperatura T, vaporizando-se
as custas do calor fornecido pelo reservatério térmico. O reservatério cedera a quantidade
de calor (igual ao calor de vaporiza¢ao) para vaporizar a quantidade de liquido que se
encontrava no interior do cilindro.

Normalmente, as substancias utilizadas se encontram no estado liquido na temperatura
T e pressao P que nao sao necessariamente iguais a temperatura ambiente e pressao at-
mosférica padrao. Por exemplo, o gés butano e o freon R12 se encontram no estado liquido
na temperatura ambiente numa pressao muito maior que a pressao atmosférica padrao.
Nesse caso, a redugao da pressao para valores proximos da pressao atmosférica ja provoca
a vaporizagao e a retirada de calor do reservatorio térmico.

Considere agora a seguinte situagao: a substancia liquida encontra-se em contato com
um corpo a temperatura 7' mas esse corpo nao é um reservatorio térmico ou, numa situacao
mais proxima da realidade, o cilindro com pistao que contém a substéncia liquida encontra-
se em contato com um corpo & temperatura T que nao é um reservatério térmico (Fig.
4.24).

Puxamos entao o pistao para cima de modo a reduzir a pressao e vaporizar o liquido.
O corpo cede calor ao liquido e, como ele ndao é um reservatério térmico, sua prépria
temperatura diminui, juntamente com a temperatura do liquido até que uma nova situacao
de equilibrio se estabeleca em uma nova temperatura T’ e pressio P’ menores que as
anteriores. Se continuarmos a puxar o pistao, o processo continuara até que todo o liquido
tenha vaporizado e eventualmente passaremos a ter apenas a expansao de um gas.

No processo que descrevemos, a vaporizagao do liquido foi utilizada para reduzir a
temperatura do corpo e isso é o que é feito nos refrigeradores domésticos e industriais.
Vejamos o funcionamento de um refrigerador em mais detalhes;

Iniciemos com um recipiente contendo uma substancia no estado liquido na temperatura
ambiente e em alta pressdo (Freon, amoénia, etc.) Esse recipiente estd conectado a uma
“valvula de expansao”que permite a saida do liquido se a pressao externa for menor que a
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V,P,T

Corpo a temperatura 7

Figura 4.24: Cilindro com pistao mével contendo liquido refrigerante e em contato térmico
com um corpo na temperatura 7.

pressao no liquido por um certo valor pré-ajustado. Essa valvula usualmente consiste em
um orificio circular tampado por um pistao conico que é pressionado por uma mola. A mola
empurra o pistao contra o orificio exercendo uma pressao de contato que, se for excedida,
permite a passagem do liquido.

A saida da vélvula de expansdo conecta-se a uma serpentina chamada de evaporador
que encontra-se no interior de uma caixa termicamente isolada (Fig. 4.25).

Valvula de
expansao

Figura 4.25: Sistema de evaporacao em um refrigerador.

O interior do evaporador encontra-se a uma pressao Py mais baixa que a pressao P, no
liquido no recipiente e é nesse local que o liquido vaporiza absorvendo calor do interior do
ambiente isolado reduzindo a temperatura.

Esse gas é levado a um compressor que o comprime no interior de uma outra serpentina
mantida na temperatura ambiente até que seja liquefeito ocorrendo liberacao de calor para
o ambiente. O processo recomega entdo de forma ciclica (Fig. 4.26).
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Figura 4.26: Sistema de refrigeracao.

4.8 Calculos das eficiéncias

Nessa secao demonstraremos e compararemos as eficiéncias de algumas maquinas ciclicas.

Maquina 1

Iniciaremos mostrando que a maquina térmica ciclica composta por dois processos isobaricos
e dois processos adiabaticos tem eficiéncia menor que a maquina de Carnot.
Tomemos o diagrama da figura (4.27).

P

ﬁQL, )

b! 0.

ﬂ

Y, V. v

Figura 4.27: Ciclo de uma méaquina térmica com dois processos isobaricos de dois

adiabaticos.

Partindo do ponto a para o ponto b realizamos uma compressao isobarica e de acordo
com a equagao dos gases PV = nRT com pressao constante temos que
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Vo Ta Vi
R Ty =—
Vi Ty Va

Nesse processo de compressao um calor Q¢ sai do gas para o exterior:

Ta, STy < T,

QS:Cpn(TafTb):Cpn TbE,Tb :CpnTb E71 . (421)
Vi W

Em seguida, realizamos uma compressao adiabética (@ = 0) do ponto b até o ponto ¢ e
pela equacao do processo adiabatico, P V7 = cte temos:

Pb‘/;,’y:PC‘/c’ya

mas P, = P, e P. = Py, entao

P, V) =P V). (4.22)
Nesse processo de compressao adiabatica a temperatura cresce de acordo com a equagao
_ 1A
Ty VE;Y t= T. Vc’y_17 ST = (Vb) Ty,
(&

e como v — 1 =~ 0,4 temos que T, < T.
Agora, aquece-se 0 gds num processo isobarico do ponto ¢ ao ponto d. Temos

Ve Tt Vi
=, STy =—T,, STy < Te.
Ve Ty TV ‘
Uma quantidade de calor @), entra no gas proveniente do exterior,
Ve Ve
QeZCp’n(Td—TC)ZCpn Ty——=T4)=CpnTy|ll——]). (4.23)
Vi Va
Na tultima etapa realizamos uma expansao adiabatica do pontod ao ponto a:
PV =P, V). (4.24)
Das equagoes (4.24) e (4.22) temos que:
PaVJiPdVd” Ve Va
PV, BV TV Ve

Das equagoes (4.21) e (4.23) a eficiéncia serd

CpnTb (ﬁ,l)
em1-9 g n_J

Qe CpnTy (1—%)

mas
Va/
E_E . 1_CpnTb(7b—1>
Va Vo o CPan( *%),
Vo—Vi
o1 v | DVe
Ty Yoz Vo Ty Vs

Identificando T3 como a temperatura da fonte fria T, T;; como a temperatura da fonte
quente T, e o fato que V,, /V}, > 1, concluimos que a eficiéncia desse ciclo é menor que a
eficiéncia do ciclo de Carnot (e =1 — T /T,).
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Maquina 2

Consideremos agora a maquina térmica ciclica composta por dois processos isobaricos e dois
processos isotérmicos. Tomemos o diagrama da figura (4.28).

P

v, 14

Figura 4.28: Ciclo de uma méaquina térmica com dois processos isobaricos de dois
isotérmicos.

Partindo do ponto a para o ponto b realizamos uma compressao isobarica e de acordo
com a equagao dos gases PV = nRT com pressao constante temos que
Vo Ta |

-2z Ty = —T,, 2Ty < T 4.2
VT, STy A b < (4.25)

~ ’ . 7 .
Nesse processo de compressao, um calor (), sai do gas para o exterior:

Q;ZCPN(TQ—T},)ZCPTL TbE—Tb =CpnTy E—1 . (4.26)
Vb Vo

Em seguida, realizamos uma compressao isotérmica na temperatura T3 (fonte fria) do
ponto b até o ponto c¢. Uma quantidade de calor @), sai do gés:

"

R, =nRT, ln%. (4.27)

C

Agora, aquece-se 0 gds num processo isobérico do ponto ¢ ao ponto d. Temos

. T
Ve T, Va

5 = T . Tc, L. T > TC' 428
Va Ty Ve ¢ (4.28)

. / 7 . .
Uma quantidade de calor ), entra no gas proveniente do exterior,

Q. =Cpn(Ty—T.)=Cpn To-Yer) = cpnmy (1-Y2). (4.29)
Vd Vd

Por fim, realizamos uma expansao isotérmica na temperatura Ty (fonte quente) do ponto
d até o ponto a. Uma quantidade de calor (), entra no gés:

"

Va
Qe Y7 -

v (4.30)

’I’LRTd In
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Contudo, T, = T, e da equagao (4.25)

Vo _ Ta
Vi T,
e da equagao (4.28) com T, = T} temos
Ve _ T
Vg Ty
Portanto,
Va Vd % Va
—- = — S = 4.31
Vi WV Ve Va (4.31)
A eficiéncia sera: ) .
_ QS _ Qs + Qs
e=1-—>==1->F—7-7,
Qe Qe + Qe
e das equagoes (4.26), (4.27), (4.29) e (4.30) fica:
| Cen (¥ -1) +nRT I I 7, Crn (Ye=1)+nRm ¥
€e=1-— i )
CpnTy (1—%>+nRlen% Ta Cpﬂ(l—%)—l—ann%

e pela equacao (4.31)fica
7, Crn (¥ 1) +nRIn

Ta Cpn (17%)+ann%.

Como V, >V, temos que a segunda fragao é maior que a unidade. Portanto, a eficiéncia é
menor que a eficiéncia da maquina de Carnot.



