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Apresentacao

Esse texto versa sobre a teoria eletromagnética cldssica apresentada com a algebra vetorial
moderna.

Trata-se de um texto introdutério onde sdo apresentados os conceitos bésicos e o de-
senvolvimento matematico necessario para a andlise e compreensao do fenémeno eletro-
magnético. O contetdo é suficiente para um curso de dois semestres de 90 horas e exige um
conhecimento prévio de eletricidade, magnetismo, cdlculo integral e equacoes diferenciais.
Corresponde a um curso de Eletromagnetismo para fisicos ou engenheiros eletricistas em
nivel de graduagao. Procurou-se apresentar os topicos da forma mais correta possivel, com
grau de complexidade crescente ressaltando as nogoes mais fundamentais com exemplos
direcionados a esses objetivos.

Inicia com os conceitos basicos sobre eletricidade e magnetismo e estende-se até o
fendmeno da radiacao eletromagnética pelas antenas.

Todas as criticas e sugestoes serao bem vindas e analisadas com a finalidade de corrigir
erros e omissoes para que as futuras versoes possam ser melhoradas.

Salvador, maio de 2015

Newton Barros de Oliveira.

11



12

Newton Barros de Oliveira



Capitulo 1

Introducao

O eletromagnetismo corresponde ao estudo dos fenémenos de origem elétrica e magnética.
Basicamente, o estudo dos campos elétricos e magnéticos estacionarios ou nao e sua in-
teragdo com a matéria a nivel macroscépico (a matéria é considerada como continua). Os
circuitos elétricos podem ser considerados como um caso particular de aplicacao da teoria
eletromagnética onde é possivel, com boa aproximagao, confinar em certas regides do espago
(nos elementos de circuito) os fenémenos elétricos e magnéticos.

1.1 Sistema de unidades

Adotamos o sistema SI (sistema internacional) racionalizado onde as unidades bdsicas das
seis dimensoes fundamentais de comprimento, massa, tempo, corrente elétrica, temperatura
e intensidade luminosa sao respectivamente o metro, o quilograma, o segundo, o ampere, o
kelvin e a candela.

As unidades secundarias ou derivadas do tipo volt, ohm, joule, watt, etc. também sao
amplamente utilizadas.

1.2 Notacao

Os escalares serao escritos com letras itdlicas, os vetores serao escritos em negrito e os
versores (vetores unitdrios) terdo acento circunflexo.
A A A ,

Ex: F = F,x+ Fyy + .z, F é um vetor,

F,, F,, F, sdo escalares (coordenadas do vetor),

AN A L s

X,y e z sdo os versores (vetores unitérios),

F é um escalar (médulo do vetor F).

As equagOes mais importantes serao numeradas com dois nimeros. O primeiro repre-
senta o capitulo e o segundo representard a ordem de aparecimento da equagao.

Ex: (2.10), significa no capitulo 2 a equagao 10.

13
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1.3 Analise vetorial

Resumiremos aqui algumas defini¢oes e propriedades tteis da andlise vetorial.

1.3.1 Representagao cartesiana. Produto escalar e Produto veto-
rial

Tomemos dois vetores A e B representados no sistema coordenado cartesiano por
A A A
A=Ax+Ay+ Az,

B = B,X+ B,y + B.z.

Define-se o produto escalar entre os dois vetores (Fig. 1.1) e nota-se por A - B como
sendo um escalar tal que

>

A

Figura 1.1: Vetores obliquos.

A -B = |A|[B|cos(A, B), (1.1)

entao

A -B = |A| proj,B = |B| projgA.

Pode-se mostrar facilmente que o produto escalar é distributivo com relagao a adigao
(mostre!), ou seja,
A-B+C)=A-B+A-C. (1.2)

Sendo assim,
A.-B= (Axé\( + Ay§r + AZQ) . (Bxé\( + By§r + BZQ) =

=A,B, +AyB, +A.B, (1.3)

A-A=A24+ A2+ A2 = AP (1.4)

Define-se o produto vetorial entre vetores A e B e nota-se por A x B como sendo um
vetor C perpendicular aos dois vetores anteriores cuja direcao segue a regra da mao direita
(Fig. 1.2) e tal que

|C| = |A||B| sen(A, B). (1.5)

Notar que
AxB=—-(BxA). (1.6)
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A

Figura 1.2: Produto vetorial entre os vetores A e B.

15

O produto vetorial também é distributivo com relagao & adicdo. Mostre graficamente!

Ax(B+C)=AxB+AxC,

sendo assim,

A xB= (A X+ Ay +A.2) x (B,X+ B,y + B.2) =

= (AyB. — A.B,)X + (A.B, — A,B.)y + (A,B, — A,B,)z,

ou seja, podemos representar o produto vetorial pelo determinante

AxB=

o %>
8
SR
<
oo N>

8
<

Define-se o produto misto como

A-(BxC)= (A, X+ A,y + A.7).

QW %>
8
Q <>
<

8
<

A, A, A,
=| B, B, B.|=-B-(AxC).
c. C, C.

Define-se o triplo produto vetorial como
A x (B xC).
Pode-se mostrar que

Ax(BxC)=B(A-C)—C(A-B),

Q Iy N>
0
I

n

(1.7)

(1.8)

(1.10)

para verificar, expanda o triplo produto e depois some e subtraia os seguintes termos:
A

A;B,C, na componente X,
VAN

A, B,C, na componente y,
A

A, B,C, na componente z.
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Figura 1.3: Sistema de coordenadas cilindricas.

1.3.2 Coordenadas cilindricas e esféricas

No sistema cilindrico um ponto P do espago é representado pelas coordenadas p,¢ e z
conforme a figura (Fig. 1.3). Essas coordenadas relacionam-se com as coordenadas do
sistema cartesiano por

T = pcos¢
Yy = p seng (1.11)
Z=z.

O elemento de arco dl é escrito como
dl = dpa, + pdga, + dza,,  a, =2 (1.12)

e o elemento de volume dv
dv = pd¢dpdz. (1.13)

No sistema esférico um ponto P do espago é representado pelas coordenadas r, 0, ¢ (Fig.
1.4).

ZA

rdd dr
dd \ 4
P(r.0.6) ] \
r L
9 ,,,//)': Y
o rde
X ______________:\_\_J/

Figura 1.4: Sistema de coordenadas esféricas.

=>

(1.14)

>
5
I

dl =dr Q,« + rdf gg + rsenfdo :aAl¢,
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dv = r’senfdrdfdo, (1.15)
x = 1 senf cos ¢
y = r send sen¢g (1.16)
z =rcosf.

1.3.3 Gradiente

Seja V' uma funcgao escalar da posicao em qualquer sistema coordenado. Dado um desloca-
mento infinitesimal dl, arbitrario, a fungao variard de dV. Define-se a derivada direcional
da fungéo no sistema cartesiano e nota-se por dV'/dl como:

dv . V(e+Ax,y+ Ay, z+ Az) = V(x,y,2)
— = lim
dl  Al=0 Al

i %Am—l—%—‘éAy—i— %—‘Z/Az
= lim
Al—0 Al

L&V _OVdz oVdy 0OVde
"l Oxdl T oydl T 9zdl’

ou, para a diferencial dV/,

ov ov ov

Notando que dl = dzx + dy)Af + 27 podemos escrever

dv = (g—‘;zAch %—Z}Ar + %—Zé) - (dex + dyy + dz2),
dv:(avA v a—VQ)-dl.

%X * dy y+ 0z
Definimos entao o gradiente de V' como

AV VA OV

dVv =
gradV aa:’” anyr azz,

(1.17)

de modo que
dV = gradV - dl. (1.18)

Tomaremos essa expressao como a expressao que definird o gradiente em qualquer sis-
tema de coordenadas.
Podemos também escrever

A
d_‘l/ — gradV - % = gradV - dl, (1.19)

onde observamos que a derivada direcional serd méxima quando o deslocamento dl for
paralelo a direcao do gradV” e que

[dV

W] = |gradV]|. (1.20)
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Em coordenadas esféricas onde V =V (r, 0, ¢) teremos

av = %—Vd + a—vd0+ a—‘;m

Da equagao (1.14) temos

dl = dr:/e\l,. + rd@gg + rsen9d¢£\1¢.
Usando a equagao (1.18) deveremos ter

%—Vd T a—vdo T a—‘;dqb gradV - (dra, + rdfag + rsenfdga,),

que serd verdadeira se tomarmos para o gradV a expressao

oV A 18VA 1 oVa

dV = r —— —ay. 1.21
gra or o 2 r 00 90 rsenf O¢ ae ( )
Analogamente, em coordenadas cilindricas teremos:
oV A 10V A oV A
d —a,. 1.22
gradV = apap paoangaZa (1.22)

1.3.4 Integracgao vetorial

e Integral de linha

Consideremos um campo vetorial F e um caminho C' (trajetéria) unindo dois pontos
a e b do espago (Fig. 1.5).

Figura 1.5: Caminho de integragao.

Definimos a integral de linha entre a e b por esse caminho como

b N
/F -dl = lim F; - Al (1.23)
N—o0

a Al;—0 =1

Em geral o resultado dessa integral depende nao sé dos pontos a e b como também
do caminho escolhido.

Se o caminho for fechado indicaremos por

fF dl. (1.24)
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e Integrais de superficie

Dada uma superficie S aberta ou fechada, dividamos essa superficie em pequenos
elementos de area inifinitesimal ds e definamos uma normal cujo sentido positivo serd
apontado para fora se a superficie for fechada ou seguindo a regra da mao direita se
a superficie for aberta (Fig. 1.6), a integral de superficie de um campo vetorial F é

A
n

n
gl

C

Figura 1.6: Superficie de integracao e orientagao da normal.

definida como

N
/F-l/’\ldsz lim Y F;-;AS; (1.25)
s N—o0 4

AS;—0i=1

Se a superficie for fechada denotamos por
A A
?{ F - nds nota: nds = ds (1.26)
s

e Integral volumétrica

Tomando um volume V', definimos a integral volumétrica do campo F como

N
/ Fdv = lim F;AV;. (1.27)
\%e N —o0 4
AV, =0 i=1
1.3.5 Divergente de um vetor F
Dado um campo vetorial F', definimos o divF como
. .1 A
divF = lim —j{ F - nds (1.28)
V-0 S

onde V é o volume interior a S.

Notar que o operador divergente transforma uma funcdo vetorial da posi¢ao (campo
vetorial) em uma fungao escalar da posi¢ao (campo escalar).

Em coordenadas cartesianas podemos calcular o divF calculando o fluxo pelas faces de
um cubo de volume AzAyAz. Encontraremos facilmente a expressao

OF, 0OF, OF.

divF = — .
w Oor oy 0z

(1.29)

Em coordenadas esféricas, calculemos o fluxo por cada uma das faces do elemento de

N ~ AETAN T A N ~
volume: Temos duas faces 1's & diregao radial a,., duas 1's & diregao ag e duas L’s a direcao



20 Newton Barros de Oliveira

A A , - L
ay. O produto escalar F - n dard, em cada uma dessas faces, projecoes de F nas direcoes
AAA . .
a,, ag, ay respectivamente, ou seja, Fj, Fy, Fy.

Entao

. . 1 2
divF = A1‘1/130 YN [—F.(r,0,¢) r° senf A A¢

+F(r+ A, 0,0)(r + A)? send AO Ap — Fy(r, 0, ¢) rsenf Ar A¢
+Fy(r,0 + A0, ¢) rsen(f + A) Ar A¢
—Fy(r,0,¢) rAr Af)
+Fy(r, 0,0+ Ag) rAr AG].

Mas da expansao em série
F(r + Ar.0,0) (r-+ Ar)” = Fo(r, 0,00 + +-(F(r,0,0)°)Ar + .
Fy(r,0 4+ Af,¢)sen (0 + A) = Fy(r, 0, ¢) send + % (Fy(r,0,¢)send) A + ...

0
F¢(7"797¢+ A(b) = F¢(76797¢) + 57 (F¢(T797¢)) A¢ + ..

99
Substituindo e somando ficamos com:
divF = lim ;[serw 9 (F. %) Ar A Ag
© AVS0 r25enfATAGAP or "

0 0
+r 2 (Fysend) Ar AO Ag + ra—¢F¢ Ar Af Ag]

10 1 9 1 9
WF = — 2 (2F) 4+ —— 2 B+ — 2 F 1.
div r2 Or (rFr) + rsenf) 96 (senfFy) + rsend O¢ ¢ (1.30)

Procedendo de modo andlogo, encontraremos em coordenadas cilindricas a expressao:

10 10 JOF,
wF = —— (pF, —-—F, . 1.31

Teorema da divergéncia

Calculemos o fluxo em uma superficie fechada S subdividida em pequenas dreas (Fig. 1.7)

N
%FﬁdS:Zj{ Fi'ﬁidSi
S =175

N
A AV
= Fz . IlidSi X
2 /. AV,

N 1 A
= > AVi— ¢ F; nids;,
; VAVi%gi n;ds
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Figura 1.7: Superficie de integracao retalhada.

no limite em que N — oo e AV; — 0 teremos

1
AV;

S

Entao

%F -nds :/ divFdv. (1.32)
s v

Esse teorema permite passar de uma integral de superficie para uma integral de volume.
E também conhecido como o teorema da divergéncia de Gauss .

1.3.6 Rotacional

Define-se o rotacional de um campo vetorial F como sendo o vetor tal que

1
rotF = lim —y{ 1 x Fds,
V—0 SV

onde Sy é a superficie que envolve V e 1 é sua normal externa.

Observe que o rotF é dado por uma soma de vetores tangentes a superficie de integragao.

Apresentemos uma definicao equivalente mais facil de analisar.

Tomemos uma curva plana C' (caminho fechado) limitando uma superficie S e desloque-
mos essa curva transversalmente de um valor £ (Fig. 1.8) de modo obtermos uma superficie
cilindrica St + Sy, (superficies das tampas mais a superficie lateral).

Tomando o produto escalar de a (normal & tampa) pelo rotF, conforme foi definido,

temos
A

A .1 A
a-rotF = lim — a-n x Fds.
V=0 Sy

. . A, A A,
Nas tampas de cima e de baixo o versor a é paralelo ao versor n, portanto, a é perpen-
. A VANEVAN
dicular a n X F de modo que a-n x F = 0.

.. . . AA AA _
Na superficie lateral usemos a identidade a-n x F = a x n - F. Teremos entao

1
§~rotF: lim —/ gXﬁ~Fd$.
V—0 S
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Figura 1.8: Volume gerado pelo deslocamento de uma curva fechada plana com uma su-
perficie S.

, . A A o
Notemos que na superficie lateral a x n tem a direcao de dl e podemos escrever

ds = &dl e V=¢S

ou A

a X nds = &dl,

entao .

F= lim — l1-F
a-rot gslglogS Cfd
Sendo assim,
1
a-rotF = lim —74 F-dl (1.33)

S—0 S C

. C o~ . ~ N, <. . ~ c e
Ou seja, a projecao do rotF numa direcao a é igual a circuitacao de F dividida pela
area interior ao caminho plano C perpendicular & a no limite em que essa area tende a zero.

L A L [ .
Se escolhermos a diregao de a como sendo paralela ao vetor rotF, a projecao sera o médulo
desse vetor e o caminho de integragao serd perpendicular a esse mesmo vetor.

Rotacional em coordenadas cartesianas

Consideremos um cubo elementar de volume AzAyAz conforme a figura (Fig. 1.9).
Consideremos inicialmente o par de faces 1 e 17
Em 1 temos

A

nxF=(—%) x (F,x+F,y+F.2)=-Fz+F.y

/ n x Fds = —Fy(zo,y,2) AyAzQ + F.(z0,y,2) AyAzs\f.
S1

Na face 1’ temos N N N N N N N
nxF=xx(F,x+ F,y+F.,z)=F,z—F.y

/ n x Fds = Fy(zo + Az, y, 2) AyAzé — F.(x0+ Az, y,2) AyAz;Af.
Sy
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Figura 1.9: Cubo elementar imerso no campo vetorial.

Do mesmo modo, nas faces 2, 2’, 3 ¢ 3’ temos

/3 n x Fds = F,(z,y0,2) Az Az7 — F.(x,y0,2)Ax Azx
2
/S n x Fds = —F.(x,y0 + Ay, 2) Ax Az7+ F.(x,y0,+Ay, 2)Azx Azk
-
/S n x Fds = —F.(x,y, 20) Az Ay}A' + Fy(z,y,20)Az Ay)Ac
3
/s n x Fds = F.(x,y,20 + Az) Az Ay}Af — Fy(z,y, 20 + Az)Azx Ayé\c.
»
Agrupando os termos que contém § temos

(rotF), = Alllfrgo AV

+[Fy (2,9, 20) — Fy(,y, 20 + Az)|AzAy},
1 OF. OF,

[*Fz(x; Yo, Z) + Fz (xayO + Aya Z)]A‘TAZ

(rotF)e = A AeAgazlay o IATAVAZ
OF. OF,
. (rotF), = —= — =%, 1.34
(rotF), = 7= — (134)
Para as componentes y e z temos, de modo semelhante,
oF, OF,
tF), = —
(rotF), 0z Oz’
OF, OF,
tF), = —2 — —=. 1.35
(rotF). = ¥ - 7 (1.35)
Podemos escrever formalmente
A A A
X y z
—| o o) )
rotF = | 2 3 B (1.36)
F, F, F,
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Teorema de Stokes

Tomemos uma superficie S, apoiada em um contorno C, imersa no campo vetorial F (Fig.
1.10) e retalhemos essa superficie em N superficies menores S; e seus respectivos contornos
C;. Temos

Figura 1.10: Superficie apoiada no caminho de integragao C.

N
F.dl= %Fi-dli,
%C ; Ci
N
S.
%C ;S’L C;

No limite quando N — oo, S; — 0, lembrando que
A . 1 A
a~r0tF:hm—7{ F,; - dl;, a L.S;
i—0 7 C;

temos

fF-dlz/rotF-ﬁds, (1.37)
C S

conhecido como teorema do rotacional ou teorema de Stokes

1.3.7 O operador Nabla ou Del

Definimos o operador

N 0 A

oy” " 92 (1.58)
como sendo um ente matemético que age sobre um escalar V' ou vetor F obedecendo as
seguintes regras:

d A

VV = a—V>A<+ a—V)A' + a—vé = gradV
Oor dy 0z

OF, OF, OF.

=rotF

S K>
@ﬁg|®{<>
S Yo N
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Em termos do operador Nabla, podemos definir um operador composto pela aplicacao
sucessiva do operador divergente sobre o operador gradiente de uma fungao escalar V,
div(gradV), o operador laplaceano representado por:

0 A d A 0 A 0 A 0 A 0 A
) = . = 2 = o —_— —_— . - - - =
div(gradV) = V- VV = V2V (axx + Yt azz) (3:CX+ oYt azz)

92 0? 0?
(@%—yz*w) v

02 02 02
02 T 92 T o

ou
Vv? =

Exercicio:
Mostrar que rot gradV = 0 e que div rotF = 0.

Identidades tuteis

div(VF) = VdivF + gradV - F (1.40)
div(F x G) = G -rotF — F - rotG (1.41)
rot(VF) = VrotF + gradV x F (1.42)
rot rotF = grad divF — V?F, (1.43)

onde V2F ¢ definido como

V2F = (V2F,)X + (V2F,)y + (V2F.)z.
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Capitulo 2

Eletrostatica

2.1 Lei de Coulomb para distribuicoes de cargas

A lei de Coulomb pode ser formulada em termos da carga pontual ou em termos das
distribuicoes de cargas lineares, superficiais ou volumétricas. Nas situagoes reais o que existe
de fato sao as distribuigoes volumétricas, carga elétrica ocupando um determinado volume.
As outras situagoes sao aproximagoes que podem ser tratadas de modo conveniente, do
ponto de vista matemadtico, pelas outras distribuigoes. Assim, uma distribuicao superficial
de cargas representa uma distribuigao volumétrica onde uma das dimensoes é muito pequena
quando comparada com as outras duas, carga distribuida em uma pelicula por exemplo.
Uma distribuigao linear representa uma distribuicao volumétrica onde uma dimensao é
muito maior que as outras duas, carga distribuida em um fio por exemplo. Por fim, a carga
pontual representa uma distribuicao volumétrica em um volume muito pequeno quando
comparado com as outras dimensoes de uma situagao fisica. Um corpo carregado, com
forma cibica com 1 cm de aresta, parece um ponto quando observado a 10m de distancia.

Por uma questao de conveniéncia consideremos que as quatro possibilidades citadas
possam coexistir (Fig. 2.1) e definamos as densidades de carga volumétrica, de carga
superficial e de carga linear como

_dq _dq _dq
P=w T a4 T ar
d@
v ~
v S ds dl
L

Figura 2.1: Distribuicoes de cargas.

A forga de interagao entre dois pequenos corpos esféricos carregados e distantes quando
comparado com suas dimensées (Fig. 2.2), que denominaremos de cargas pontuais, foi

27
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determinada por Coulomb. A forga que age no corpo 1 devido a presenga do corpo 2 pode
ser escrita como

Figura 2.2: Cargas pontuais separadas por Roj.

F, = KL2R,, (2.1)
Ry
Em 1901 Giorgi mostrou que a constante K na lei de Coulomb podia ser ajustada para
compatibilizar as unidades utilizadas na mecanica (metro, kilograma, segundo, newton,
etc.) e as unidades utilizadas na eletricidade (volt, ampére, ohm, henry, coulomb, etc.).
Criou-se entao o sistema de unidades MKS racionalizado ou sistema Giorgi.

1
K =8,98 x10° Nm?/C? K =

= =8,85x 10712 F/m.
47T€0, €0 ’ /m

Para um sistema de N cargas, a forca resultante na i-ésima carga é dada pela super-
posicao das forgas individuais.

N i S g )
g I g#i

Consideremos que além das cargas pontuais também existam distribuigoes de cargas

volumétricas, superficiais e lineares e que desejamos calcular o efeito de todas essas cargas

sobre uma pequena carga ¢ chamada de “carga de prova” (Fig. 2.3). Teremos entdo

q;

Figura 2.3: Distribuigoes de cargas interagindo com uma carga de prova q.
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N Rpd Rod RAdI
A
q; pdv ods
—=R; + + + / 2.3
47T50 ; R? v R2 S R2 C R2 ( )
onde R, em cada integral, é a distancia variavel do elemento de carga infinitesimal até a

carga de prova.

2.2 Campo eletrostatico

Como a forca sobre uma carga de prova é diretamente proporcional ao valor dessa carga
(considerando que as outras cargas sdo fixas e ndo podem ser redistribuidas) podemos criar
um outro campo vetorial que independa do valor da carga de prova simplesmente tomando
o quociente da forca pela carga. Definimos entao o vetor do campo eletrostatico como:

F
E = lim —

lim (2.4)

)

o limite ¢ — 0 garante que a carga de prova nao produzird uma redistribuicao nas outras
cargas.

A A /\

N
1 q; A R R
E= =R, — — — . 2.
pr— E R?RJ+/‘/R2de+ R20d3+/ RQ)\dl (2.5)

Jj=1

A unidade primitiva do vetor do campo elétrostatico é N/C.

Exemplo:

Determine o valor de E produzido por uma lamina uniformemente carregada com densidade
superficial o, com largura a e comprimento infinito, em um ponto a uma distancia z medida
perpendicularmente na metade da largura (Fig. 2.4). Analise o resultado para a situagao
limite, a — oo de modo que a lamina transforme-se em um plano.

Figura 2.4: Lamina uniformemente carregada criando um campo eletrostatico.
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Cada elemento infinitesimal de carga da lamina produzird um elemento infinitesimal
dE. Observe que sé interessa a projecao de dE na diregao perpendicular a lamina, uma vez
que as projecoes na diregao paralela se cancelarao mutuamente devido a simetria existente.
Para cada elemento de carga sobre um circulo centrado na origem do sistema de referéncia
existe um outro elemento de carga radialmente simétrico.

1 ods 9 9 9 9
dE:mﬁ, R =z2"+2"+y~, ds=dzxdy,
z z
cosa =4 = EET=ESE
c.dEcosa = : odxdy.

47T€0 (22 +’I’2 +y2)3/2

Integrando em toda a superficie da lamina fica

a/2 o0
o oz / / dydx
4w (22 4+ 22 + y2)3/2°
—a/2 —0o0
Porém,
/diy_i [#]m _2 {#]W_i
o (C24+42)3/2 ~ C2 [(C24+y)\/2|__— C% |[(C2+y2)\ /2], 2
a/2 a/2
B oz / 2dx _ 9 oz / dx '
47eg (22 + 22) 4meg 22 4 2
—a/2 —a/2
Mas,
dt
m = arctgt,
entao,
a/2
p_ 9% / dr .
2meg 22(1+ %)
—a/2

Fazendo a substituigao
x
t=—, dxr=zdt
z

fica
a/2z
oz zdt o a/2z
FE = = tgt
27eq / 22(1+1t2)  2me [arctet] oo
—a/2z

i

2 o arctg (=
E - g [al‘ctg (i) — arctg (7i):| — g arctg (i) — g (22)
27eg 2z 2z 2meg 2z gom
E=-2 arctg (i> z.
EQTT 2z



Eletromagnetismo Classico Essencial 31

Se fizermos o limite em que a — o0, arctga/2 — 7/2, fica

g A
E=—z. 2.6
26()Z ( )

Que é o vetor do campo eletrostatico produzido por um plano uniformemente carregado
com densidade superficial de cargas constante o.

2.3 Lei de Gauss para o campo elétrico

O fluxo de um vetor F por uma superficie é definido por ® = fs F - nds. Se a superficie

for fechada, indicamos por ® = fs F.nds. Consideremos uma superficie que englobe uma
carga pontual g colocada na origem de um sistema de referéncia (Fig. 2.5).

Figura 2.5: Superficie fechada englobando uma carga pontual q.
Calculemos o fluxo do vetor do campo elétrico E produzido pela carga pontual através

da superficie S
A
r
fE-ﬁdS:Lf—Q'AdS
S dmeg Jg 1
A A

A . A
r - nds = projegao de ds sobre um plano perpendicular a r.
O quociente entre essa projecao e r? é o angulo sélido d§2 (Fig. 2.6).

Figura 2.6: Angulo sélido centrado na carga pontual q.

=dQ

r2
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.‘.%E-ﬁds: q }{dQ: ? g9
s dreg ey €o

%E hds = L (2.7)
S

€0

Se a carga for externa a superficie o resultado serd nulo pois as normais correspondentes
na superficie sao opostas dando projegoes e angulos solidos com sinais opostos

Em resumo:
7{ E.Ads — q/e0 p/ cargas internas .
S 0 p/ cargas externas

Para um sistema de N cargas internas teremos

A 1Y
E nds=— q;- 2.8
f X! (2.9

Para uma distribuicao continua com densidade p temos

1
7{ E - nds = —/ pdv (2.9)
s €o Jv

onde V' é o volume interior a superficie S.

Nota: é possivel englobar as cargas pontuais e as densidades lineares e superficiais em
densidade volumétrica utilizando fungoes generalizadas especiais (delta de Dirac).

Usando o teorema da divergéncia

?{ E-nds = / divEdy
S Vv

e comparando com a equagao (2.9), para qualquer volume V', concluiremos que

divE = 2, (2.10)
€0

ou seja, a densidade volumétrica de cargas € a fonte da divergéncia do vetor E. Onde houver
p havera nascimento de linhas de campo.
Exemplos de aplicagao da lei de Gauss

a) Considere uma linha de cargas longa com densidade linear de carga A. Determinar o
vetor do campo elétrico E a uma distancia radial r da linha de cargas (fig. 2.7).

G

Figura 2.7: Linha de cargas longa (infinita).
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Se houver campo, deverd possuir simetria axial e independer da posi¢ao ao longo da
linha. O campo deverd ser do tipo radial, o tnico tipo compativel com a simetria axial.
Calculando o fluxo de E por uma superficie virtual (superficie Gaussiana) cilindrica (Fig.
2.8) coaxial & linha, teremos que considerar o fluxo por trés superficies, as superficies supe-
rior, inferior e a superficie lateral. Nas duas primeiras o fluxo é nulo uma vez que o vetor
E é perpendicular a normal. Resta apenas o fluxo pela superficie lateral onde o vetor E é
paralelo a normal e possui médulo constante em todos os pontos dessa superficie.

2meor’

A
E=_—"7. (2.11)
2megr

b) E um fato experimental que nao existe campo elétrico no interior de um corpo condu-
tor carregado. Mostremos que as cargas deverao estar na superficie, que o vetor do campo
elétrico é perpendicular & mesma e o médulo vale o/ey.

Tomemos uma superficie de integragao no interior do condutor. O fluxo de E por essa
superficie é nulo pois E = 0 no interior, logo, nao existe carga no interior da superficie
de acordo com lei de Gauss. Essa superficie pode ser extendida até o limite interior do
condutor de modo que, se houver cargas, elas deverao estar na superficie exterior.

Consideremos a possibilidade do vetor E nao ser perpendicular a superficie externa. Se
assim o for, havera uma componente tangencial que empurard as cargas naquele ponto até
que essa componente desaparega estabelecendo a condigéo eletrostatica (cargas em repouso).

Calculemos agora o valor do médulo do vetor E na superficie do corpo (a uma distancia
infinitesimal desta superficie). Para isso consideremos uma pequena superficie cilindrica de
altura h que penetre na superficie do corpo mantendo o eixo do cilindro perpendicular a
superficie (Fig 2.9). Sé haverd fluxo na tampa circular externa uma vez que no interior o
campo ¢é nulo e na superficie lateral o vetor do campo é paralelo a superficie. No limite em
que h — 0 e sendo AS a drea da tampa teremos

cAS
€0

E-AS =
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Figura 2.9: Fluxo de E em uma superficie cilindrica perpendicular a superficie do corpo
carregado.

Bl =— 2.12
= (2.12)

2.4 O potencial elétrico de uma distribuicao de cargas

Mostremos inicialmente que um campo vetorial F tal que rotF = 0 é um campo conservativo
e que existe uma fungao ¢ tal que F = gradep.
De acordo com teorema de Stokes

%F-dl:/rotF-ﬁds
C S
7{F-d1=o.
C

Por outro lado, a integral fechada pelo caminho C' pode ser calculada pela integral do
ponto a ao ponto b pelo caminho Cj mais a integral do ponto b ao ponto a pelo caminho
—Cy (Fig. 2.10).

e como rotF =0

C

C

Figura 2.10: Dois caminhos possiveis para a integragao de a até b.
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b

b
/ F-dl:/ F . dl

a Cy Cs

Ou seja, independe do caminho! Em resumo, quando o rotF = 0 qualquer caminho de
integracao entre a e b pode ser utilizado produzindo o mesmo valor para a integral. Isso
caracteriza um campo conservativo.

Fixemos agora o ponto a e localizemos o ponto b pelo vetor posigao r (Fig. 2.11).

(A ——
. b

a

v

Figura 2.11: Integracdao de um ponto a fixo a um ponto b varidvel.

Como a integral independe do caminho, seu valor dependera apenas do extremo livre
b(r), ou seja, podemos definir uma fungao p(r) com relacdo a a tal que

b(r) b(r)
o(r) = / F.dl e o(r) = / de.
Mas
b(r) b(r)
de =grady-dl . / F.dl= / grady - dl,
.. F =grade. (2.13)

Notar que se definirmos ¢ = ¢ + cte, grad¢ = gradp e teremos ainda o mesmo campo
vetorial F.

Mostremos agora que rotE = 0.

Tomemos um sistema de referéncias fixo e posicionemos os elementos infinitesimais de
carga de uma distribuigdo pelo vetor posicao r’. Utilizaremos o vetor r para posicionar o
ponto onde queremos calcular o vetor do campo E (Fig. 2.12).

R

1

— pd

Aney ) R2PY
V/

R=r—-r

A r—r
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Figura 2.12: Pontos da distribuigao de cargas e ponto do espago onde deseja-se determinar
E.

1 r—r
dreg ) r—r
V/

r’z:ﬂ’)A(er’)Aerz’g
A A A
r=xx+yy+ 2z

Como o rotacional de E ¢é constituido por derivadas nas varidveis x,y, z e a integral é
realizada nas varidveis z’,4’, 2/, o rot pode entrar na integral e o problema se reduzird a

calcular o
¢ r—r
rot———.
v — /|3

Mas, de acordo com a expressao rot(¢F) = ¢rotF + grado x F,

1 1 1
ot < [ ”) = o pprotr ) Ferady g x (o)

porém
rot(r —r’) = rot(r) —rot(r') =0-0
¢ /
1 r—r
d——- - _gt”r
gra =1 r—r/|5
Entao
r—r r—r ,
rot P = P <) =0

pois o produto vetorial de dois vetores paralelos entre si é nulo.
Como rotE = 0 podemos escrever E = grad.
Por conveniéncia vamos definir
b(r)
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b(r)
. E = —gradV, V:—gp:—/E-dl.

Usualmente, considera-se o ponto a no infinito e V' é chamado de potencial eletrostatico
do ponto r com relagao ao infinito ou simplesmente potencial eletrostético.

E = —gradV, V(r) = /E -dL (2.14)

Para uma carga pontual localizada em r; (Fig. 2.13) teremos para o potencial em r

A r-r, V=9

v

Figura 2.13: Potencial eletrostatico em r de uma carga pontual em rj.

o0

V:/ € T7N e —ry)

dmeg v — 1|3

T

onde escolhemos dl paralelo a (r — ry).

/ q /dR q
47‘(’50 R3 47‘(’50 2 47‘(’50 R
R R

1

q
v "
() = 4reg |r —ry|’

(2.15)

Assim, para um elemento de carga dq localizado em r’ teremos

dq 1
dreg v — 1|

dV(r) =

Para uma distribuicao discreta e continua de cargas teremos

N
1 q;
v _ J . 2.16
(I') A7, ; |I‘*I'j| |I'—r’| / |r r/| / | ( )
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Se observarmos que a energia potencial associada a uma forga conservativa é definida
como sendo o trabalho realizado por um agente externo contra as forcas do sistema para
deslocar um corpo de um ponto de referéncia a um ponto r

r

W(r) = /Fext .dl (2.17)

ref

e sendo F = ¢E a forga produzida pelo sistema sobre uma carga de prova ¢, teremos
F..: = —F. Portanto

r r

W(r) :/—qE-dlz —q/ E.dL (2.18)

ref ref
Se a carga de prova é deslocada do infinito até o ponto r fica

r

= —/E Ldl =V (x). (2.19)

o0

W(r)
q

Ou seja, o potencial do ponto r é o trabalho por unidade de carga para deslocar uma carga
de prova do infinito até esse ponto. A unidade do potencial é (N.m)/C ou volt (V) e o vetor
E tem como unidade N/C ou V/m.

Em problemas de determinagao de campo elétrico, em geral é mais simples calcular
primeiro o potencial e depois o campo usando a relagao E = —gradV.

Exemplo

Um disco de raio a tem densidade superficial de cargas o constante. Determine o potencial
e vetor E em um ponto qualquer do eixo perpendicular ao centro do disco (Fig. 2.14).
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a 2w 27

pdpdg a / 2 217217
= d
47T€()// (p2 + 22)1/2 dreg [(p +27) }0 ¢
0

0 0

2 n1/2 _ | 9 [/.2 2\1/2
Viz) = 4775027T [(a +27) z} 5o [(a +27) z}
_ __ T 9 2] =
E = —gradV = 500 07 [(a + 2%) z} =

o z 1 A o 1 z A
= - _— 7z = — _—— VA
2e0 | (a2 + 22)1/2 2e0 (a? + 22)1/2
Observe os limites z — 0 e 2z — oco:
No caso z —+ 0 ou a — c©

oA
 2¢
corresponde a um plano infinito.
No caso z — o0
z _ 2 _ 1
2 2\1/2 1/2 1/2
(a? +22) 2 (% +1) (1+ 1)
mas expandindo em série
2\ —1/2 2
la
1+ —=1 ~1l—--—
< * 22 > 2 22
E_ o a? A o a’® o ma® A
_— — —_— 7z = ——9 = — —
25() 222 26() 2z 46() 7T22
1 qn
47T€() 22
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que ¢é o valor do campo, a uma distancia z sobre o eixo, de uma carga pontual ¢ na origem.

2.5 Expansao em multipolos de uma distribuicao de

cargas

O potencial eletrostatico de uma distribuicao de cargas é dado exatamente por

1 p(r")dv'
Vir) = e / Ir —r/|
V/

Tomemos o ponto onde observamos o potencial a uma grande distancia comparada com

as dimensoes da distribuicdo (Fig. 2.15).
Nesta situagao
v >> [r'],

e teremos entao

v —r'|” ! =[(r—-r)- (r—r/)]_l/Qz[7«2_21.,1./_’_76/2]*1/2:
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V(r)=?

() )]

O termo entre colchetes é do tipo

)

r<<l1,

expandindo em série

(14z)"Y2=1- %m + (%) (—%) (—g) x4

1 1 r-r "\
/|—1
- =-{1-=|-2
fr—x r 2 l r2 + (r)
1 r-r 1/7\* 3 (r-r’)2 ror ()2 "\
= 1 —=|— - |4 4
r{+r2 2(r) +8l A Tt \T) T
Mantendo os termos até a segunda ordem teremos
a1 1 r-r 1
r—r |7 ==-<¢1+ —+5
r r

Substituindo na expressao do potencial fica

logo

_ 1 1 Nt L ! (I ! /1 (r'rl)2 ﬁ
V)= Tneo T/p(r )dv' + 3 /r p(r')dv' + 5 3

v &

A

(2.20)
O momento de monopolo ou carga é

q:/p(r')dv'. (2.21)

v’
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O momento de dipolo é definido por

p= /r’p(r’)dv’. (2.22)

A

As outras integrais estéo relacionados com os momentos de maior ordem (quadrupolo,
octopolo etc.)

Observe que, na expressao do potencial, o primeiro termo (monopolo) tem dependéncia
1/7, o segundo termo tem dependéncia 1/72, o terceiro tem 1/r% e assim por diante.

Vemos, portanto, que o potencial produzido por uma distribuicao pode ser aproximado
pela superposicao de potenciais de monopolo, dipolo, etc. colocados na origem. Em muitos
problemas de interesse, a aproximacao de dipolo é suficiente. Como, por exemplo, ao
considerarmos os efeitos de polarizacao em dielétricos.

O campo elétrico pode ser encontrado tomando-se o gradiente do potencial.

E(r) = —gradV (r)

1 1 r
E(r) = e [qgrad (;) + grad (r_3 p)} .
Em coordenadas esféricas oV (x)
r)A
d = —
gradf(r) = -1,

entao

B(r) = [qﬁ ~grad (5 -p)]

r2

1 [qnr 1 1
= L—Qr - T—3grad(r -p)—(r- p)gradr—:i}

- 47T€0

E(r)

1 gnrn P 3 A
T dweg [rQr 73 + T4r(r p)}

A

A
q T 1 r P
E(r) — r LI 4 2.2
(r) 4deq 12 Jr47r50 [S(r p)r4 7“3] (2.23)

A primeira parcela é o campo do monopolo e a segunda é o campo do dipolo.

2.5.1 O dipolo elétrico formado por cargas pontuais

O dipolo mais simples é aquele formado por duas cargas de sinais opostos separados por
uma distancia [, I — 0 (Fig. 2.16).

p=gql

Tomemos esse dipolo alinhado com o eixo oz e calculemos o campo com expressao (2.23)
observando que o momento de monopolo é nulo e que
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z A

V(r)=?

Figura 2.16: Dipolo formado por duas cargas pontuais

1 r ql

A
E = 3ql 0— — —z|.
4meg [ aeosvis T s Z]

Se decompormos E na componente radial e angular E, e Ey fica

A
1 l l

E = l?)ql cos 9% _z cos O + q—gsen 039]

r r

4meg r3

1 qlcosOn 1 ql A
= - — Oayg. 2.24
2meg 13 “ 4eg 13 set vao ( )

- . . LA . . .
Observe que nao existe componente na direcao ag, que reflete a simetria axial do pro-
blema.

2.6 A equacao de Poisson e a equacao de Laplace

Vimos anteriormente que tanto o potencial como o campo eletrostatico podem ser deter-
minados a partir de integrais das distribui¢oes de cargas, equagoes (2.16) e (2.5) uma vez
que sejam dadas as distribuigoes. Existem, contudo, situacoes onde as distribuigoes nao sao
conhecidas, sendo influenciadas, inclusive, pela presenca de outras cargas no sistema. Essa
é uma situacao tipica em problemas envolvendo corpos condutores. Portanto, nao podemos
encontrar o potencial e o campo eletrostatico por integracao direta, precisamos encontrar
outro caminho.

Vimos que o campo eletrostdtico satisfaz uma equacdo de divergéncia divE = p/eqg e
que, além disso, pode ser expresso como o negativo do gradiente do potencial, E = —gradV'.

Combinando as duas equagoes obtemos

p

div(gradV) = — -
0

(2.25)

O divergente do gradiente é conhecido como o laplaceano que, em termos do operador
nabla, pode ser escrito como

divgradV = V - VV = V?V. (2.26)
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Em coordenadas cartesianas

o*Vv i o*Vv L 0V
0x2  Oy? 922’

V3V =

em coordenadas cilindricas

2 2
V2V = % a% (pg—‘;) + %% + % (2.27)
e em coordenadas esféricas
2
ViV = r%% (TQaé)_‘:> + 7“2Sin 0 % <sen0%—‘£) * @ 27‘2/
Assim, a equagao (2.25) pode ser reescrita como
V2V = —é (2.28)

que é uma equacao diferencial em derivadas parciais conhecida como eq. de Poisson. Ob-
serve que ainda é necessario conhecer a distribuicao para resolver a equacao em todos os
pontos.

Nos problemas de eletrostatica envolvendo condutores, onde todas as cargas estao nas
superficies dos condutores ou na forma de cargas pontuais fixas, teremos p = 0 para a
maioria dos pontos do espago. Nessa regiao, a equacao de Poisson simplifica para

ViV =0 (2.29)

conhecida como equacao de Laplace.

Essa equagao possui duas propriedades importantes: a primeira é que a combinagao
linear de solucoes dessa equagao, também é uma solugao e a segunda, conhecida como
“teorema da unicidade”, diz que duas solugoes que satisfagam as mesmas condigoes de
contorno diferem entre si no maximo por uma constante.

Nota: as condigoes de contorno podem ser especificadas dando-se os valores dos poten-
ciais nas superficies dos condutores ou entao dando os valores das derivadas normais do
potencial nas superficies dos condutores (campo na superficie).

Essas duas propriedades nos dizem que se encontrarmos uma solugao geral para a
equacao de Laplace e ajustarmos essa solugao para as condigoes de contorno do problema
em questdo, teremos certeza que essa solugao é a tinica (outra solugdo diferenciard apenas
de um valor constante e uma constante no potencial nao altera o campo eletrostético).

2.7 Solugao de problemas eletrostaticos
Resolver um problema eletrostatico significa resolver a equagao de Poisson, ou de Laplace

se for o caso, de modo que sejam satisfeitas as condigoes de contorno do problema.
Iniciemos pela eq. de Laplace.
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2.7.1 Equacao de Laplace

Para problemas unidimensionais a eq. de Laplace torna-se bastante simples. Em coorde-
nadas cartesianas podemos escolher uma das varidveis, z,y ou z e teremos que resolver a
equagdo (para z por exemplo)
0%V d*v
0x2 dx? ( )
Cuja solugao é uma fungao linear
V(z)=ax+b (2.31)

onde a e b serao determinados pelas condi¢oes de contorno.
Em coordenadas cilindricas sendo V' = V(p) teremos que resolver

10 ( av(p)) o @ (pM) ~0 (2:32)

-2 (= il
p Op dp dp dp
p@V(p) =a, a = cte .dV(p) = gclp
dp p
~V(p)=alnp+b, b= cte. (2.33)

Em coordenadas esféricas sendo V' = V (r) teremos

1d (TQM):O (2.34)

r2 dr dr
.'.7"2% =a, a = cte
dr
a a
sdV(r) = =3 dr V() = - + b, b = cte. (2.35)

Exemplo 1:

Suponhamos um capacitor de placas planas e paralelas de extensao infinita separadas por
uma distancia d (Fig. 2.17).

Figura 2.17: Capacitor de placas planas e paralelas.
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Condigoes de contorno

= 0, V=0 volt
= d, V = Vj volt.

Como apenas a varidvel x tem importancia, teremos pela eq. (2.29),
V(z)=ax+b

e aplicando as condigoes de contorno

0 = a0+b=0b=0
W
‘/1 = ad —+ O — a = g
V(z) = % x
O vetor E sera calculado como
d A Via
E=—gradV(z) = — . Vizg)x=— 7%

Exemplo 2:

Suponhamos uma linha coaxial (cabo coaxial) infinita, condutora, de raio interno r; e raio
externo o cujo eixo coincide com o eixo oz (Fig. 2.18).

Figura 2.18: Linha coaxial ou capacitor coaxial.

Condigoes de contorno

{ Vi para p=mr;
V=
0 para p =19

A solucdo da equacgao de Laplace eq. (2.33) parar; < p<rg é

V(p) =alnp+b.

Aplicando as condigoes de contorno
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Vi=alnry +0b
O=alnry +0
entao v
Vi=alnry —alnrsy, a:_i
lni
e
b= —alnrsy.
Portanto,
V;
(p) = l—il (Inp —Inry).
T
O vetor E sera dado por
dv
E=—gradV(p) = —d—pcAtp
V1 A
E = ap.

Exemplo 3:

Duas cascas esféricas, condutoras e concéntricas de raios ry, e 74, 1, > 74, foram carregadas
aos potenciais Vj;, e V, respectivamente. Determinaremos o potencial entre as cascas e fora
delas observando que o problema possui simetria esférica.

Entre as duas cascas esféricas temos que resolver a eq. de Laplace com as condigoes de

contorno

V= Va|r:ra € V= %|T:rb~
Como V = V(r) apenas
1d av
21, £ @ [ 20V
viv= r2 dr <T dr >
" 7"2% = A, A = cte.
dr
Entao
dV:Ad—; .'.V:féJrB.
r r

Determinemos A e B a partir das condi¢oes de contorno

Va
Vi

Subtraindo V, de V} fica

A
——+B

Ta

A
2B

Tb
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hovima(Lod)

Ty Ta
A= (V- V)
Ta —Tb
Substituindo na expressao de Vj, fica
rely 1
% - (V;) - Va) - + B
Ta =TbTh
a V a V - V a Va a
.'.B:%—(%—Va) T _ b7 T bTa + Var
Ta —Tb Ta —Tb
ou
B— Vara — ‘/;)Tb.
Ta —Tb
Entao
1 Vire — Vi
V= (% _Va) TaTp 1 + aTa brb.

Tq —TpT Ta —Tb

Fora da superficie esférica (r > r},) temos as condiges de contorno
V= %'r:rb € V= 0|7‘—><>o-
Entdo, substituindo em V = —-A/r + B

A
Vo= -—+B
Tp

A
Ve =0=-—4B=>B=0.
o0

Sendo assim,

Vi
A=—-rV, e Vz%.

2.7.2 Meétodo de separacao de variaveis

Quando o problema envolve mais que uma varidvel, aplica-se o método de separacao de
variaveis para resolver a equagao de Laplace.

Coordenadas cartesianas

Em coordenadas cartesianas temos que resolver

oV PV OV
Ox? 0y? 022

Suponhamos que seja possivel escrever o potencial como o produto de trés fungoes
independentes ou seja
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V=XYZ
onde
X = X(z)
Y = Y(y) (2.36)
Z = Z(z2).
Substituindo na eq. de Laplace fica
%X 0%y 0%z
YZ XZ— +XY—=0
Ox? * 2 + 022 ’

dividindo por V = XY Z fica

10°X 10% 10%*7
— ot oas t == =0
X 0x2 Y 0y?2  Z 022

A primeira parcela é fungao apenas de x, a segunda é funcao apenas de y e a terceira
apenas de z, portanto

18°X  , 19% 1 9?2

- — — 2 =
X 002 Y Y 9y2 R 792 (2:37)

sendo a, 5 e v as “constantes de separacdo” e
o+ B2 ++%=0.

Cada uma dessas equagoes tem solugao de forma exponencial do tipo

%X .
92 a?X = X = C1e + Che™ "
0%y
a—y2 = /BQY =Y = C3eBy + C4€_ﬂy
0%z
5 = VZ = Z = Cs5e"* + Cge %,
Logo
V(x,y,2) = (Cre™ " + Coe™ ") (C3e™ + Cye™Y) (Cse?* + Cge™7?), (2.38)

e as constantes (... Cg sao determinas com as condigoes de contorno particulares para cada
problema.
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Coordenadas cilindricas

Em coordenadas cilindricas, o método de separagao de varidveis propoe que o potencial seja
escrito como o produto

Vip: 6, 2) = P(p) x ®(¢) x Z(2).
Substituindo na eq. de Laplace (2.27)

12(61/) 10°V 9V

pop\"op) T agr "o T
fica ) )
10 [ P 1 9%0 827
®Z-— (p=— Z————+Pd—= =0
pOp (p 3P) 2o T
Lo fopy L1o® 102
T Ppop\"op ) T® 202 T Z 92 T

Observando que a primeira parcelas é funcao apenas de p, a segunda de p e ¢ e a terceira

de z, teremos
1d*Z
7an = k2, k é uma constante (2.39)

D p2de2

1d(dP) 11d*® 9
P
0

pdp
p 0 ( dP 1d*® 9 o
P (S ) =S =k
P p(pdp)+<1>d<1>2 r

pd (L APN e p 1A
Pdp(pdp)+kp T34

ou

Como o termo da direita é funcao apenas de ¢ deveremos ter

1 d*® 9
—_Z - _ _ 2.40
odgr (2.40)
d dP
—p— k2p* —n*)P =0 2.41
vi (05 ) + 02 =) (2.41)
onde a constante de separacao foi convenientemente escrita como —n?2.
A solugao de (2.39) é uma combinagao de exponenciais
7 = C1e"* + Cye™ para k # 0
ou
Z =Ciz+Cy para k = 0. (2.42)

A solugao de (2.40) é

® = C5cos (ng) + Cysen (ng) para n # 0 e inteiro
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ou
b =C30+Cy para n = 0. (2.43)

A solugéo de (2.41) é bem mais complexa. Para k real a solugdo é uma combinagao
de fungoes especiais conhecidas como fungoes de Bessel de primeira e de segunda espécies
(ou funcao de Neumann). Essas fungoes sdo oscilatérias e tendem a zero quando o produto
kp — 0.

Solucao do tipo

P = Cs5Jp(kp) + CsNyn(kp) parak # 0

ou
P=Cs5p"+Cgp™" para k =0, (2.44)

onde
Jn (kp) = funcdo de Bessel de 1% espécie de ordem n,
Ny, (kp) = funcao de Bessel de 2% espécie de ordem n ou fungao de Neumann.
Nota: Jp(0) =0 e N,(0) — oo (singularidade).

Coordenadas esféricas

Em coordenadas esféricas podemos separar as variaveis supondo
V = R(r)0(0)®(¢),

Y (6, p) = 0(0)P(¢) sdo chamados de harménicos esféricos.

A substituicao na eq. de Laplace produz:

0 ( ,dR B
o (7“ W) —n(n+1)R=0. (2.45)

Pode-se mostrar que somente a forma n(n 4+ 1), para a constante de separacao, produz
solugoes fisicas e

2
! 8( 6Y) ! 6Y+n(n+1)Y:0. (2.46)

~ond D0 sen@w p—y W
A solugdo da equagao radial (2.45) é
R(r) = Cyr" + Cor— "1,
e a equagao (2.46) pode ser separada em duas equagdes cujas solugoes sdo:
& = C5 cos(me) + Casen(me) param # 0
ou

b =Cs¢+Cy param =0 (2.47)

O =C5 P (cosh) + Cs Q)" (cosB). (2.48)

P (cosf) e Q" (cosf) sao as fungdes associadas de Lengendre do primeiro e segundo
tipo respectivamente.
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2.7.3 Resolucao de problemas eletrostaticos pelo método das ima-
gens

Ja afirmamos que a solucao da equacao de Laplace é tnica para um conjunto de condigoes
de contorno especificado e desejamos resolver um determinado problema sendo dada as
condigoes de contorno.

Suponhamos agora que um outro problema cuja solugao seja conhecida seja capaz de
simular o problema original (e suas condigbes de contorno) em uma parte do espaco. Nessa
regiao do espaco, onde a simulagao é possivel, os dois problemas terao a mesma solugao
garantida pelo teorema da unicidade. Vejamos um exemplo:

Problema original: considere uma carga pontual ¢ a uma distancia d de uma parede
condutora infinita cujo potencial é zero (Fig. 2.19). Determinar o potencial nos pontos fora
da parede.

=9

()

ondutor d

Figura 2.19: Carga pontual defronte de uma parede condutora e aterrada (potencial zero).

A carga ¢ induzird, no condutor, cargas com sinais opostos ao sinal de g e o potencial
nos pontos a direita da parede serd a superposicao do potencial da carga g e do potencial
das cargas induzidas no condutor.

Seja ¢ a densidade superficial de cargas induzidas, ¢ produz V; e o produz V5. O
potencial resultante serd a superposigao

V=Vi+V.

Em todos os pontos fora do condutor e da carga g vale a equacao de Laplace V2V = 0.

Vejamos agora um outro problema que é capaz de simular o problema original (e as
condigoes de contorno) na regiao do espago a direita da parede. Eo problema que obtemos
ao colocar uma carga imagem —¢q a uma distancia d a esquerda de um plano imaginario
que fard o papel do contorno (fronteira) do problema original (Fig. 2.20). O potencial
produzido por essas duas cargas vale

1 q q
= (L-1).
TED 71 T2
Sobre o plano, 71 = r3 e teremos V = 0 que é a condi¢ao de contorno do problema

original. Assim, este problema terd como solucao, esse mesmo potencial para o lado direito
do plano.

<
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y
—9
" r
9 _— 49/
[0
—— x
d | d
T

Figura 2.20: Carga pontual ¢ defronte de um plano e sua imagem -gq.

V(z,y,z) = 1 d - d
dmeo | (@ —d)2+y2+22 (v +d)2+y2+22
e teremos E = —gradV em qualquer ponto do espago a direita da parede.

Sobre o plano, z = 0 o vetor E serd dado por
q 2d A
X
Ameg (d? + y? + 22)3/2
Como a densidade de carga na superficie do condutor é dada por o = ¢ teremos

- q 2d
A (dQ +y2 +22)3/2'

Podemos verificar por integracao direta que a carga induzida na superficie da parede

vale —q.
q dy dz
%nd*/ad‘sfi_2d/ / d2+y2+22)3/2'

— 00 —O0

Integrando em coordenadas polares com 72 = y? + 22 e dydz = rdfdr fica

2

oo
q rdfdr
qznd == —EQd / d2 + r2 3/2
0 0

[ee]
2d27r/ d2+7°2 373
0

— d —1 > — d —
S @), T T Y
Considere agora que uma linha de cargas infinita com densidade linear de cargas A esteja
a uma distancia d de uma parede condutora no potencial nulo (Fig. 2.21).
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O

o 7 ;

N

/

7 i B

7 )/ condutor d

A v/

- ; V=0 /

/

? // V=0
vista em perspectiva vista de corte

Figura 2.21: Linha de cargas defronte a uma parede aterrada (potencial zero).

y
=7
+
»y A
[
——t— x
d d
T

Figura 2.22: Linha de cargas defronte a um plano e respectiva imagem.

O problema que contém uma linha de cargas imagem é mostrado na figura (Fig. 2.22).
Para uma linha de cargas infinita, a diferenca de potencial entre um ponto r e um ponto
de referéncia pode ser calculada como

V(r)=V(ref) = /E-dl.

Usando a lei de Gauss para calcular E (veja a equagao (2.11)) obtemos

A A

= R

27T€QR ’

entao
v PR A
ref

Vir)—V = —-dR = In —. 2.49
(T) (T€f> 2’/T€() R 2’/T€() . T ( )

T

O potencial em um ponto P do espaco serd a superposi¢ao dos potenciais das linhas
(Fig. 2.23) e fazendo V,ey = 0 fica
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y
=9

r r

A A
[
—t— x
d d
T

Figura 2.23: Potencial produzido pelas duas linhas de cargas.

Llnr’“ef _Llnr’“_ef

V =
(r) 2meg 1 2me T
)\ T2
% = In —.
(T) 271'80 . 1

Observe que para r1 = 79, ou seja, no plano equidistante das linhas de cargas V(r) = 0,
que ¢é a condigao de contorno do problema original.

As superficies equipotenciais sdo definidas por V() = cte que implica r1/re = k = cte.
Observe que 0 < k < 1 significa pontos a direita do plano.

Entao, sendo r? = (x — d)? + y*> e 13 = (z + d)? + 2

($—d)2+y2 :k'2
(x +d)? +y?

define a equagao de uma linha equipotencial (Fig. 2.24).

Figura 2.24: Linhas equipotenciais produzidas pelas duas linhas de cargas.

Desenvolvendo (veja o exemplo 7 adiante) encontraremos

dk2+1)71>  , 4d2k?
g WAL _ AR
1— k2 (1— k2)2
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que é uma equacao do tipo
(x —x0)® +9° = R,

eq. do circulo com centro em (g, 0).

Ou seja, as superficies equipotenciais desse sistema de duas linhas de carga sao cilindricas
com segoes retas circulares centradas em xg com raio Ry.

Estamos aptos, agora, a resolver o problema de um condutor cilindrico colocado em
frente de uma parede condutora com o eixo paralelo & parede e com um potencial V =V}
com relagao a parede (Fig. 2.25). Ry sera o raio do cilindro e xg serd a distancia do centro
a parede. Fora dos condutores o problema é idéntico ao das duas linhas de cargas e o
potencial pode ser calculado pela expressdo anterior com o valor adequado de A. Rg, d e
x( relacionados pelas equagoes acima.

ondutor

Q

oF

N

Figura 2.25: Condutor cilindrico em frente a uma parede aterrada.

2.7.4 Meétodo iterativo para problemas bidimensionais (método de
exaustao)

Tomemos a equacao de Laplace em coordenadas cartesianas em duas varidveis apenas,
digamos x e y.

PV PV
0x2 0y
Tomemos um ponto do espago cujo potencial vale Vj e quatro pontos equidistantes cujos
potenciais valem V7, V5, Vs e Vy (Fig. 2.26).
Em a teremos

0 (2.50)

a_v ~ 7‘/1 — VO
ox |, T h
em c teremos
wv| VoV
oz |, T h
e no ponto central, o, teremos
PV Gila— Bl _Vi-Vo—Vo+ Vs
Ox? h h?2 '
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.Vz
+b h
V. Vo . W
y C a
+d h
v,
o X I——~+—
h h

Figura 2.26: Potenciais em quatro pontos equidistantes de um ponto central.

Analogamente para a varidvel y

PV Vo-Vo-Vo+Vu
oy~ h? ’

Substituindo em (2.50)

Vi—2Vo+Vs Vo-=2Vg+Vy _
h2 + h2 ~0

1
Vo 7 (Vit Vot Vs + Vi), (2.51)

Ou seja, o potencial no centro é aproximadamente igual & média dos potenciais vizinhos.
Quanto mais préoximos os pontos, melhor a aproximagao. Podemos usar esse fato para
calcular o potencial iterativamente a partir dos potenciais nos contornos.

Exemplo 4:

Considere a caixa quadrada (Fig. 2.27) onde as paredes sdo mantidas nos potenciais indi-
cados. Note que a tampa superior nao toca nas laterais mas estd tao proxima quanto se
queira.

V=100

V=0

Figura 2.27: Caixa quadrada condutora com trés paredes aterradas e tampa no potencial
V=100
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Desejamos encontrar os potenciais em alguns pontos no interior da caixa.
Dividamos o interior da caixa em 16 quadrados (o niimero de divisdes depende do niimero
de pontos desejados) por simplicidade (Fig. 2.28).

=100

V=0 25 =0

V=0

Figura 2.28: Grade para o cédlculo dos potenciais na intersecao das linhas.

No centro (Fig. 2.28) estimaremos o potencial como sendo

100+0+0+0

25.
4

Tomemos o quadrado superior esquerdo ou o direito (Fig. 2.29) assumindo que o po-
tencial no“gap” seja a média entre 0 e 100, ou seja, 50.

50 V=100

¥43.8

0 L =0
=0 s

V=0

Figura 2.29: Potenciais em quatro pontos equidistantes de um ponto central.

Tomando a média na diagonal (Fig. 2.29) teremos

100+50+25+0
1 =

43, 8.

No quadrado inferior esquerdo (Fig. 2.30) teremos

25404040

2.
4 6

Assim, ficamos com (Fig. 2.31)
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V=100

— V=0
=0 s

*06,2
S AN

V=0

Figura 2.30: Potenciais em quatro pontos equidistantes de um ponto central.

V=100
43.8 1 43.8
V=0 2 25 4 V=0
6,2 |3 6,2
V=0

Figura 2.31: Potenciais em quatro pontos equidistantes do ponto central.

Nos outros 4 pontos

100 + 25 4 43,8 + 43,8

1: =53,2
4 )
Yo, 25+0+i113,8+6,2:18’8
2546,246,240
3: +6 Z_ 2t =9,4

Com todos os valores calculados, refazemos os calculos linha por linha, comegando com
os pontos onde V' = 43,8 teremos a substituicao por

53.2+18,8+100+0
4

depois V = 53, 2 sera substituido por

43,0+ 43,0+ 100 + 25
4

Passamos para a linha seguinte e procedemos do mesmo modo. Algumas iteracdes sdo
necessarias até que a variacao do potencial esteja dentro de uma faixa de erro toleravel.

Para que o potencial seja o mais préximo possivel do valor verdadeiro que seria obtido
pela resolugéo andlitica, é necessdrio tomar maior quantidade de pontos (“grade fina”).

= 43,0,

=52,8.
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2.7.5 Solucao da equacao de Poisson

Desejamos agora determinar o potencial eletrostatico em uma regiao do espago onde exista
uma densidade volumétrica de cargas através da resolugao da equagao de Poisson

r

€0

V3V = —

Trata-se de uma equagao diferéncial nao homogeénea cuja solugao geral sera a solugao
da equacao homogénea somada com uma solugao particular: sol. geral = sol. da eq. de
Laplace + sol. particular.

A solugao particular pode ser encontrada pela expressao

1 p(r')
7 dv'

V =
(r) dreg ) Jr—r
VI

sendo a integracao feita na regido onde a densidade de cargas é conhecida (néo inclui as
cargas induzidas nas superficies dos condutores pois sdo desconhecidas).

Ao ajustarmos as constantes de integracao da solucao geral, de modo a satisfazer as
condigoes de contorno, encontraremos os potenciais em todos os pontos do espago e entao
poderemos calcular as densidades de carga na superficie dos condutores.

2.8 Campos eletrostaticos em meios dielétricos

Um dielétrico ou isolante é caracterizado pela impossibilidade de movimentacao de cargas
livres, ou seja, os portadores de carga nao sao livres para movimentarem-se sob a acao de
um campo elétrico externo aplicado. Contudo, pode existir um efeito de separagao das
cargas que constituem a matéria quando esta é submetida a um campo elétrico externo.
Tal efeito é chamado de poloriza¢ao. A polarizagao contribui para uma mudanga no valor
do campo elétrico, no interior e no exterior, inicialmente aplicado. Além disso, existem
substancias que exibem polarizacao espontanea, ou seja, substancias que estao permanen-
temente polarizadas mesmo na auséncia de aplicagao de um campo externo.

2.8.1 O vetor polarizacao e o vetor deslocamento elétrico

Assumiremos que a separacao entre as cargas elétricas seja suficientemente pequena para
que um pequeno elemento de volume Av seja caracterizado por um momento de dipolo Ap
dado por

Ap = /rdq. (2.52)
Av

Definiremos o vetor polarizagao P por

Ap
P= lim —
Av—=0 Av ’
Av pequeno do ponto de vista macroscépico, ou seja, a polarizacao é o momento de dipolo

por unidade de volume.
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Sabemos que os dipolos produzem potencial eletrostatico e campo eletrostético em pon-
tos distantes (Fig. 2.32) conforme as equagoes (2.20 e 2.23). Assim, o potencial eletrostatico
produzido por Ap sera dado por:

s AV=?

Figura 2.32: Potencial produzido pelo momento de dipolo elétrico do elemento de volume.

1 Ap-(r—1') 1 P-(r—7r')
AV — = A /
(x) ey |r—1r']3 dreg v —1/)3 Y

com

R P ey YR R )
O potencial produzido por todo o dielétrico polarizado sera entao

Vir) = 4;50 /P(r’) : %dv’. (2.53)

A

Podemos transformar essa integral numa forma mais conveniente observando que

onde

Teremos entao

Lembrando a identidade
div' (pF) = pdiv'F + (grad’y) - F,
fazendo F = P(r') e ¢ = 1/|r — r/| ficamos com

1 (P 1 s p
= — P
V(r) pr— / [dw (|r — Py div'P(r")| dv

A
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1 . P(r') 1 div'P(r")
= div’ dv' — dv'.
Vir) dmeg / " <|r - r’|) Y 47750/ |r —r/| Y
VI V/

Usando o teorema da divergéncia na primeira integral teremos

1 /[div'P(r')]dv, (2.50)

~ dmeo |r — 1’| dmeg |r — /|
5 1%

Observe que esse potencial esta sendo calculado como se houvesse uma densidade su-
perficial de cargas op e uma densidade volumétrica pp

1 ds’ dv’
_ / opds / prdv (2.55)
drey ) |r— r’| dreg ) |r—1|
S/

0 que nos leva a definir uma densidade superficial de cargas de polarizagao

op=P') n (2.56)
e uma densidade volumétrica de cargas de polarizacao
p = —div' P(r'). (2.57)

Como o dielétrico é neutro, a soma de todas as cargas de polarizagao deve ser nula como

podemos constatar:
/apds’—l—/ppdv’ = /P-?LdS’—l—/—diU’Pdv’

S’ v’ S’ v’

/dw’Pdv —/dw’Pdv =0.

A4

Podemos calcular o campo elétrico tomando o gradiente da equagao (2.55)

1 / / /
E(r) = —grad V(r) = —grad / op(r') ds' +/M
4dmeg /|
V/

r—r |r — r/|
’

Como as integrais sao feitas na varidavel “linha” e o grad é calculado na varidvel “sem
linha”, o mesmo entra na integral e agird apenas em 1/|r — r/|.

Como ,
r—r
ad =— =
gt v — 1’| v — /|3
teremos . ,
r—r r—r
ds’ —_ Ndv'. 2.58
47r€0/|r7r’|3 )ds +47r€0 |r7r’|3pP(r) v (2.58)
V/

Obs: Calculamos V(r) e E(r) para pontos fora do material dielétrico. Contudo, é
possivel mostrar que essas mesmas expressoes fornecem o potencial e 0 campo macroscépico
no interior do dielétrico.
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2.9 Lei de Gauss em um dielétrico

Consideremos que no interior de um meio dielétrico existam condutores carregados com
cargas qi, g2, ¢3..-(Fig. 2.33). Se tomarmos uma superficie gaussiana no interior do dielétrico
envolvendo alguns desses condutores teremos

dielétrico

Figura 2.33: Condutores carregados envolvidos por uma superficie gaussiana no interior de
um dielétrico.

}{E - nds = %(Q +Qp) (2.59)
0

S

Q = carga livre total (g1 +¢2+q3 + ...)
Q@ p = cargas de polarizagao

Qr :/ P-ﬁds+/ (—divP) dv (2.60)
S14+S2+S3... \%4

V' = volume do dielétrico no interior de S.
S1,852,55... = superficies dos condutores.
Se utilizarmos o teorema da divergéncia na segunda integral de (2.60)

/ —divPdy = — / P - nds
\%4 S+S1+S2+S3...

Qp:/ P~1A1dsf/ P~1A1ds:fy{P~1A1ds.
S1+S2+S3... S+S1+S2+S3... 2

Substituindo na eq. (2.59)

7{E~ﬁds:i Qf?{Pﬁds
S €0 4

%(EOE +P) - nds = Q.

S

entao

Definimos o vetor deslocamento elétrico D como

D =¢E + P, (2.61)
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e a lei de Gauss fica

7{D ‘nds = Q. (2.62)
S

Ou seja, o fluxo do vetor D ¢é igual a carga livre no interior da superficie por onde se
calcula o fluxo.

Observe que, no vacuo, P =0 e D = gyE.

Se escrevermos @ = [, pdv e aplicarmos o teorema da divergéncia em (2.62) fica

]{D-ﬁds:/didev:/pdv, vV
Z 14 14

o divD = p, p = densidade de carga livre. (2.63)
Da equagao (2.61) podemos explicitar E

1 1
E=—-D- —P.
€o €o
Vemos entao que o campo elétrico no interior do dielétrico possui duas contribuicoes,
uma devida a carga livre (representada por D/eg) e uma devida as cargas induzidas (re-
presentada por P /eg).

2.9.1 A permissividade elétrica e a constante dielétrica

A polarizacao em um ponto de um material dielétrico depende do campo elétrico total na-
quele ponto. O grau de polarizacao depende nao sé6 da intensidade do campo elétrico como
também das propriedades das moléculas que constituem o material dielétrico. Experimen-
talmente, pode-se determinar a relagio P = P(E). Em geral, E varia de ponto para ponto
e consequentemente também varia a polarizagao P.

Na maioria dos materiais, a polarizagdo desaparece quando E desaparece (materiais
que nao possuem polarizagdo espontanea) e, além disso, se o material é isotrépico (néo
existe diregdo privilegiada), a polarizagdo P tem a mesma diregdo do vetor E que a estd
causando. Supondo que o material seja homogéneo, ou seja, todos os pontos possuem as
mesmas propriedades, entao um mesmo valor de E produzira uma mesma polarizagao P em
qualquer ponto. Podemos escrever

P = x (E)E, X(E) = susceptibilidade elétrica. (2.64)

Muitos materiais como fluidos, sélidos amorfos, policristalinos e alguns cristais estao
incluidos nessa categoria.
Substituindo (2.64) em (2.61) fica

D =¢&E + x(E)E = [e0 + X(E)| E

D =¢(E)E, ¢c(E)=co+x(E) (2.65)

e (E) é a permissividade do material. No vécuo, x = 0, portanto, € = &¢.
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Verifica-se experimentalmente que, se 0os campos nao forem muito intensos, a permis-
sividade praticamente nao depende de E em muitos materiais. Esses materiais sao ditos
lineares e nesse caso € é constante.

Lidaremos apenas com materiais homogéneos, isotrépicos e lineares. Entao

P = xE, X constante,

D = ¢E, (2.66)
g=¢pt+X-

Definimos também a permissividade relativa ou constante dielétrica como a relagao entre
a permissividade do meio e a permissividade do vacuo

e = 53 co = 8,8510712 F/m. (2.67)
0

Veja a seguir as permissividades elétricas relativas de alguns materiais:

Valores tipicos de g,  Rigidez dielétrica, volts/m
Ar 1,0006 3.106
Poliestireno 2,7
Borracha 3,0
Plexiglass 3,4
Nylon (sélido) 3,8
Quartzo 5
Baquelite 5
Férmica 6
Mica 6
Agua (pura) 81

(14 — 40) x 106

16 x 10°

(5 —20) x 108

Outra constante importante para caracterizar um dielétrico é o valor do campo elétrico
maximo a que o mesmo pode ser submetido sem perder a isolagao, conhecida como constante
de rigidez dielétrica.

2.10 As condigoes de contorno

Frequentemente um material dielétrico de um determinado tipo faz fronteira com outro
mateiral dielétrico de outro tipo.

E de se esperar que os vetores E, P e, consequentemente, o vetor D modifiquem-se na
passagem de um meio para o outro. As formas com que esses vetores se modificam é que
sao conhecidas como as condi¢des de contorno ou condi¢oes de fronteira.

Tomemos a interface entre dois meios 1 e 2 e uma superficie gaussiana cilindrica conforme
a figura (Fig. 2.34).

A carga livre no interior do cilindro vale

h
oAs+ (p1 + p2)A5§’

e tomando h — 0 ficaremos apenas com oAs.
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Figura 2.34: Superficie gaussiana cilindrica na fronteira entre dois meios dielétricos.

Aplicando a lei de Gauss para D eq. (2.62) na superficie cilindrica teremos (desprezando
o fluxo lateral, pois h — 0)

D2 . {'\IQAS + D1 . {’\llAS =o0As

A A
mas g = —1y

(DQ . ﬁg - D1 . ﬁQ) As = ocAs
quando h — 0, IA12 acaba sendo a normal a interface, portanto
Dgn - Dln =0 (268)

Ds,, = componente normal de D»
D1, = componente normal de D;.

Ou seja, a descontinuidade na componente normal de D é a densidade superficial de
cargas. Portanto, se nao houver o, nao havera descontinuidade na componente normal do
vetor deslocamento elétrico.

Vejamos a componente tangencial:

Tomemos um caminho retangular e integremos E ao longo desse caminho conforme a
figura (Fig. 2.35).

E,
4 4A'IZB

D Aﬁ\ C
E

Figura 2.35: Caminho de integracao retangular na fronteira entre dois meios dielétricos.

%E-dlz()

C
EQ-A12+E1-A11=0

Tomemos AD e BC — 0, como
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mas Alg = — All

E2'A12_ E1A12:O
Al sendo a um vetor tangencial & fronteira quando AD e BC' — 0

S By —Eiy =0

ou
Es = Euy. (2.69)

Ou seja, a componente tangencial de E é continua na fronteira dos dois dielétricos.
Se o dielétrico for linear, D = ¢E, portanto

lz_it _ lz—it' (2.70)
No caso em que um dos meios seja condutor, digamos o meio 1, teremos
Dy, =0 e Ei:=0
pois nao existe E no interior de um condutor. Portanto,
Dop=0 e  Fo=0. (2.71)

Observe também que o potencial é uma funcao continua na fronteira entre dois meios
(Fig. 2.36), pois sendo a variagao do potencial dada por AV = E - Al, a menos que E seja
infinito na fronteria (e ndo ha razao para isso), AV — 0 quando Al — 0.

2 E/‘iAl
EN

Figura 2.36: Continuidade do potencial na fronteira.

~

Em funcao das equacgoes anteriores, vejamos como calcular a mudanca de direcao de uma
linha de forca de um campo eletrostatico na fronteira entre dois meios dielétricos lineares
(Fig. 2.37).

Figura 2.37: Mudanga na direcao da linha de campo na fronteira entre dois meios dielétricos.

Temos que
Evy = Eoy
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Dln = D2n

ou seja,
Fisena; = Fasenas

By Es
Dicosay = Dycosasg ... — tana; = — tanas
D, D,

E E. tan o € E1r
. L tana; = 2 tan as L=t l (2.72)
e1 By eo by tan ao €9 Eop

Podemos concluir que a mudanga na inclinagao das linhas depende apenas da mudanga
das constantes dielétricas.

2.11 Linhas de deslocamento elétrico

As linhas de deslocamento sao construidas de maneira idéntica as linhas de forca do campo
eletrostatico, ou seja, o vetor D deve ser tangente as linhas em todos os pontos do espago.
Consideremos um “tubo” formado pelas linhas de D e terminado pelas superficies S; e So
(Fig. 2.38).

Figura 2.38: Tubo de linhas do vetor deslocamento elétrico.

Pela equagao (2.62) (lei de Gauss p/ D) temos

D -nds+ [ D-nds=Q

So S1
definindo
A
n =—n
fica )
D-nds — [ D-ndS=Q.
So S1

A integral da esquerda é o fluxo que sai por Ss e a integral da direita é o fluxo que entra
por Si.

Se @ = 0, o fluxo que entra ¢é igual ao fluxo que sai, caso contrario teremos mais fluxo
saindo que entrando (@ > 0) ou mais fluxo entrando do que saindo (@ < 0), ou seja, linhas
de D deverao“nascer” ou “morrer”’na carga livre. Observe que as linhas de E “nascem” tanto
nas cargas livres quanto nas cargas ligadas enquanto que as linhas de D “nascem” apenas
nas cargas livres.
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2.11.1 Equacao de Laplace para dielétricos lineares

Como divD = p e D = ¢E temos

divE = g (2.73)
mas E = —gradV , portanto
divgradV = fg ou ViV = — g (2.74)

Que é a equacao de Poisson com € substituido por ¢.

Na maioria dos problemas envolvendo dielétricos temos p = 0, portanto V2V = 0, ou
seja, a equacao de Laplace que deve ser resolvida do mesmo modo que para problemas no
vécuo, acrescentando apenas as novas condigoes de contorno, equagoes (2.68) e (2.69).

2.12 Capacitores

Chama-se de capacitor a todo sistema de dois condutores capaz de armazenar cargas iguais
e opostas (£ Q) independentemente de existirem outros condutores carregados nas vizi-
nhancas. Essa independéncia significa que um condutor do par proteje (blinda) o outro
condutor de forma que a contribuigao para o potencial de cada um dos condutores do par
devido as cargas externas nos outros condutores seja a mesma. Na figura (Fig. 2.39) o
condutor 2 blinda o condutor 1 dos efeitos dos demais condutores (3, 4, etc.) carregados
ou nao.

3
a? outros condutores

capacitor

Figura 2.39: Capacitor formado por dois condutores e outros condutores carregados.

Define-se capacitancia como a relagao entre a carga armazenada em um dos condutores
(Q > 0) e a diferenga de potencial entre os condutores Vo — V4, (Vo —V; > 0).

Q
Vo—Vi

Uma vez estabelecidas as cargas nos condutores, a diferenca de potencial entre os mesmos
s6 dependerd da geometria dos condutores (uma vez que o potencial é a integral de caminho
do campo e o campo depende da geometria). Portanto, a capacitdncia dependerd apenas
da geometria.

A introducao de um material dielétrico entre os condutores carregados que formam o
capacitor contribui para a diminui¢ao do campo devido a polarizagao do material dielétrico.

C= (2.75)
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Com a diminui¢ao do campo e, consequentemente, do potencial teremos um aumento da
capacitancia.

Exemplo 5:

Capacitor de placas planas e paralelas com dielétrico de permissividade ¢ entre as placas.
Area da placa = A, separacdo = d, d suficientemente pequena para desprezar a curvatura
das linhas de campo nas bordas (Fig. 2.40).

o
l+++@+ ++++++¢i/7

Figura 2.40: Capacitor formado por duas placas planas separadas por um dielétrico.

Aplicando a lei de Gauss na superficie cilindrica de base AS e altura h — 0 no interior
do capacitor como mostra a figura, teremos

/D-ﬁds =Q  -.DAS=0AS.
S

Mas D =e¢FE

® 19

e AV = E d (campo uniforme)

o cAd Qd
AV = —d AV = — = =
v € AV cA cA
Portanto 0 " A
_ Y &4 _ g toa
= AV = 4 ou C=e¢, T (2.76)

Onde podemos observar a dependencia com as caracteristicas geométricas e a propriedade
elétrica do meio.

2.13 Densidade de energia eletrostatica

Determinemos uma expressao para a energia potencial de um sistema de cargas expressa
em funcao dos vetores E e D.

Consideremos, inicialmente, que desejamos formar um sistema com N cargas pontuais
trazendo uma a uma do infinito. Para trazer a primeira carga, (01, nao realizaremos nenhum
trabalho em virtude de nao existir, ainda, campo elétrico pois nao hé outras cargas, W7 = 0.
Para trazer a 2° carga, (J2, realizaremos um trabalho devido a presenca do campo produzido
por Q1. Esse trabalho vale:

Wy = Q2Va1, V51 = Potencial onde esta a carga 2 devido a carga 1.
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Para trazer a 3% carga realizaremos um trabalho devido ao campo elétrico produzido
pelas cargas 1 e 2
W3 = Q3(Va1 + Vs2).

Para trazer a j-ésima carga
W; =Q;(Vii+Vig+ ... +Vj j_1).
A energia potencial armazenada no sistema serd a soma de todos esses trabalhos
Wg=Wi+Wo+Was+...+W;+...+ Wy

Wg =Q2Vo1 +Q3(Va1 + Vaz) + ... + Qn(VN 1+ VN 2+ ... + VN N_1).

Se tivessemos trazido as cargas na ordem oposta teriamos a expressao
Wg=Qn-1VN-iN+ONn-—2VN_2o N+ VN_2Nn-1) + oo +Q1(VA N+ Vi N1+ oo+ Vi9)
Somando as duas tltimas expressoes teremos:
2We =Q1(Vig + ... + Vin) + Q2(Var + ... + Van) + ...t

+QN(VN1 + ..+ VN N,l)

ou
2WEg =Q1Vi +Q2Va+ ... + QN VN

onde

V1 =soma dos potenciais de todas as cargas em 1 (excetuando a prépria cargal)
V5 =soma dos potenciais de todas as cargas em 2

VN =soma dos potenciais de todas as cargas em N,

N
1
L Wp =3 Z;QM (2.77)

V; =soma dos potenciais de todas as cargas em i (excetuando a prépria cargal).
Se ao invés de cargas pontuais, tivessemos trazido elementos infinitesinais de carga
dg = pdv encontrariamos

1
Wg = 5/ Vpdv. (2.78)
vol

Essa é a energia necessaria para juntar os elementos de carga em um certo volume no
espago (ndo é a energia para criar as cargas !).

Procuremos escrever a equagao (2.78) em fungdo de E e D.

Como divD = p teremos

Wg = —/ V divD dw.
vol

Da identidade
div(¢F) = ¢ divF + grady - F
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temos
V divD = div(VD) — gradV - D = div(VD) + E - D.

Substituindo na integral

1
We =3 U div(VD) dv—l—/ E-de}
vol vol

pelo teorema da divergéncia
/ div(VD) dv :}{ VD - nds.
vol
s

Podemos estender o volume de integracao a todo o espaco e, consequentemente, a su-
perficie S se afastara para o infinito.

Como V tem dependéncia do tipo 1/r, D tem dependéncia do tipo 1\r? e dS tem
dependéncia do tipo 72, vemos que a integral de superficie tende a zero como 1/r quando
S — oo de modo que

1 E-D
Wi =— / E-Ddv= / dv. (2.79)
2 todo o espago todo o espago 2
Definimos entao a densidade de energia
dWg E-D
= = — 2.80
¥ dv 2 ( )
para dielétricos lineares D = ¢E
1 5 [ 1 2
w = —eE” e para o vicuo w = §EOE . (2.81)

Exemplo 6:

Considere o sistema de condutores mostrado a seguir (Fig. 2.41) e calcule o potencial no
espaco entre as placas.

V=0
v=v./ 7
a I V=0
yA
V=0
a
V=V, V=0 no infinito —>
0 »
V=0 X

Figura 2.41: Sistema de trés condutores planos.
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Condigoes de contorno:

y=a, 0<zxr <00

VOpara{ r =00, 0<y<a

V=Viparax=0, 0<y<a.

Devido a extensao infinita dos condutores ao longo do eixo 0z, o potencial independe
dessa variavel e a equagao de Laplace pode ser escrita como

o?vV 0%V
S
oyz = 0x?

Apés a separagao de varidveis supondo V = X (x) Y (y) torna-se

1 0°X 1621/_1€2
X 02 Y 0y

1 d?X

EW = k/’2 X = Clekm + 02 e_kx
1 d%Y . .
Y - —k? 2 Y = O3l  Cue MY,

Fazendo o produto podemos escrever como
V = C’chEk(x+jy) + 0104616(17]'?!) + 020467k(z+jy) + CQCgeik(xij)

ou
V = ClePetiv) 4 b P e—iv) 4 Chemk@+iy) 4 e M@=y,

Considerando k > 0, a aplicagao da condigao de contorno V' — 0 quando x — oo implica
que C] e C4 devem ser nulas (se k < 0 terfamos C%} e C} nulos).
Entao

V = Che k@+iy) 4 Che= R @=iv) — Cle ™ (cos ky — jsen ky) + Che % (cos ky + jsen ky).
Mas da condigao de contorno V =0 em y = 0 temos
0 = C%e’(1 — j0) 4+ Cye®(1 4 j0) = C% = —C) = -’

portanto
V = Ce % sen ky, C =25C’

da condicao V =0 em Y = a, Vx > 0 temos
0= Ce *sen ka = ka = nw Sk= M, n=123.
a

nm

_nmg, nm
V==Ce "a®sen —uy.
a
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Devemos ter ainda satisfeita a condigao V =V; em £ =0, 0 < y < a. Observe que a
expressao acima nao permite encontrar o valor de C' para todos os valores de y. Contudo,
a combinagao linear de solugbes é uma solucao de modo que podemos escrever

2
V =Cle = sen— + Coe™ T sen %y—i—...

ou seja

V= Z Cpe o sen—ﬂ-y
Impondo a condi¢ao V = V; em x = 0 teremos
T 2 nm
Vi = Cisen—y + Cosen—y + ... + Cnsenzy + ...
a a

Comparando com a expansao seno de Fourier

f(by) = aisen by + agsen 2by + ... + apsen nby + ...

com
s
2
0n == [ Fbgysen nby (o)
™
teremos
™
2
C, = —/Vlsen Ey d(ﬁy).
7r a a
0
Mas
™ 1 T
/sen nfd dd = —(—cosnb)
n 0
0
2
= — paran fmpar
n
= 0 para n par.
4 .
. Cp, = Vj— para n impar
nw
Finalmente
> Vi x nmw
V= et gen—y | .
> <m e sen”” y>
n {mpar
Exemplo 7:

Considere o problema de duas linhas de cargas paralelas e infinitas carregadas com densidade
linear de cargas A e —\ separadas por uma distancia 2d e imersas em um meio dielétrico.
Determinemos a equagio das superficies equipotencias (Fig. 2.42). O potencial de uma
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Figura 2.42: Duas linhas de cargas paralelas e infinitas.

linha de carga infinita medido com relacdo & origem vale (ver método da imagem)

A d
V,=—1In—
+ 27rsnr1
Voo A,
2me 1o

V=V, + V_zi(lni —lni) :ilnr—2

as equipotencias serdao definidas por r1/re = k, k = cte
corp = kro.

Mas
ro =+/(d+ )%+ y? e r1=+/(d—1x)?2+y?
V{d—2)2+y2=k/(d+12)? + 2
(d—2)* +y* = k*[(d + 2)* + ]
d? — 2dx + 22 + % = K2d® + 2k dx + k22?4 k2P
22 (—k? + 1) — 2dx(k® +1) + d* (k> + 1) + y*(—k* +1) =0

k241
x 2dx1_k2+d +y 0
k2 +1 k2 +1\> k2417
2_9 2 2 2 _ g2
T dxl—k2+d 72 +d+y d T2

K241\ 2%kd \’
—d 2 (/2
(+==m) +v= ()
(:C o '130)2 +y2 _ R2,
equagao do circulo de raio R centrado em zq (Fig.2.43),
k% +1
1—k2

g =
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equipotencial
-\ A /R

0 X
/—_
d d
7
xo

Figura 2.43: Linha equipotencial circular.

2kd
1 k2

Consideremos agora o problema de uma linha de transmissao paralela e infinita formada
por dois fios de raio R e separados por uma distancia 2zy. Calculemos a capacitancia por
unidade de comprimento dessa linha.

Observando o exemplo anterior, verificamos que as superficies dos fios sao justamente
as superficies equipotenciais definida pela constante k. A expressao
A ! 1
- 27e . k
define o potencial da equipotencial (superficie do condutor) com relagao & origem (no meio,
entre os dois fios) definidas pelo valor de k (0 < k < 1 para pontos a direita).

Se 1/k define uma equipotencial & direita da origem, k define uma equipotencial &
esquerda, pois k = r1/r9. Assim, a diferenga de potencial entre os dois condutores é

A 1 A A 1 2) 01

A
AV = —In—.
7T€nk'
De ) J
k*+1 2k
Io_d—l—kQ e R_—lka
temos ,
X0 ]197412%_]62_’_1

2k
R~ 2, 2%

o 2kxo = K*R+ R,
Zo
B—2"k+1=0
i +
2
kz@i (@) —1.

R R
A raiz que produz k < 1 e consequentemente AV > 0 é
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A outra raiz , ks, é o inverso da primeira e produz AV < 0 e de mesmo mdédulo A capa-
citancia é definida por

_Q
¢= AV’
para um comprimento [ da linha, Q = Al
Al
N
entao
c A
! - A T z0) 2 -
2% -7 1)
g - mEe _ mE
Z = -_— Y

-1 : 2
mlz -] wlE-yE o
ou mesmo, em fungao da segunda raiz,
C e

SR RAVES L

Em qualquer caso, se o raio do condutor for pequeno comparado com a distancia, R << xq,
podemos aproximar para

C  me
T (%)
que é a expressao comumente utilizada para a capacitancia entre dois fios finos de raio R
separados pela distancia 2xg.
Para uma linha unifilar paralela & terra onde V' = 0 (Fig. 2.44) a diferenca de potencial
serd a metade do problema anterior e teremos o dobro da capacitancia por unidade de
comprimento.

x()

V=0

>

Figura 2.44: Linha unifilar paralela a terra.

Exemplo 8:

Considere uma linha coaxial infinita preenchida com dois materiais dielétricos conforme os
dados abaixo (Fig 2.45):
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(

Figura 2.45: Linha coaxial infinita preenchida com dois materiais dielétricos concéntricos.

e raio do condutor interno = a

dielétrico 1, e1 paraa <7 < b
e dielétrico 2, eg para b < r < c
e raio interno do condutor externo = c.

Determinar o potencial nos pontos do espago e a capacitancia por unidade de compri-
mento.

Consideremos um sistema de coordenadas cilindricas com eixo oz alinhado com o eixo
da linha coaxial.

A solugao da equacao de Laplace na variavel p é

V =Cilnp+ Co.

Dividamos o espaco em duas regides, a que contém o dielétrico €1 e a que contém o
dielétrico 5. Condigoes de contorno:

e V=0parap=a

e I/ é continuo na transicao entre os dielétricos

e V =1V,parap=c.

A componente normal de D é continua na transigao entre os dielétricos

Vs

D1, = Doy, el — —
1 2 €1 26/)

p=b

Em cada regiao do espaco o potencial pode ser escrito como
Vi=Cilnp+ Cs paraa < p<b

Vo=Cslnp+Cy para b < p < c.
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Aplicando as condigoes de contorno temos
0=Cilna+ Cy .Co=—Cilna

Cilnb+Cy =Cs3Inb+ Cy

Vo=Cslnc+ Cy Oy =Vog—CsInc
C C €
517128273 ngs—;Cl.

Substituindo (2.82), (2.84), e (2.85) em (2.83)

Cilnb—Cilna=2CyInb+Vy— 20 Ine
€9 €2

o <1n9+5—11ng) A

a (35}

Vo

Ch=——-—.
! 1n§+2—;1n§

Substituindo esse resultado em (2.82) e em (2.85)

02 = 7 = o ‘/O hla
In2 + Z—; In§
€1 Vo
= calnl 4 SIng
a = b
Substituindo em (2.84)
Cy=Vy— i Vo Inc.

2 In g + S ng
A capacitancia de um pedaco da linha com comprimento [ vale

Q oA o2ral

C==_22_
Vo W Vo
mas o =¢e1F e
1
E:% .‘.E:Cl—,
Op | )= a
entao ) v
o=é&1- b 21 c
ahla-i-ghlg
127al VO C €1
¢ 5la Vo In2 +en¢ N 27T1nb+5—11n2
0 a €2 b a €2 b
Ou entao
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111, 11 e
C/l  2me; a 2mey b
1 1 1

cn-antan
Equivalente a capacitores em série com

Cl - 27‘1’81 02

27‘(’52

I “Wb/a  C T " ey

79
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Capitulo 3

Correntes estacionarias

3.1 A corrente elétrica e a densidade de corrente

Os corpos condutores caracterizam-se pela possibilidade de haver movimentagao de portado-
res de carga. Em um gés ionizado por um campo elétrico intenso, encontramos fons positivos
movimentando-se em um sentido e elétrons no sentido oposto. Em uma solugao eletrolitica
na presenca de um campo elétrico, encontramos ions positivos e negativos movimentando-se
em direcoes opostas e em um metal observamos apenas elétrons em movimento. A movi-
mentagao das cargas constitui o que chamamos de corrente elétrica e a definimos quantita-
tivamente como taxa de variagao da carga “liquida” que atravessa uma area no espago ou
a se¢ao de um fio em um circuito.
1= d (3.1)
dt
Como ions de sinais opostos movimentam-se em sentidos contrarios na presenca de
um campo elétrico, consideramos como sentido positivo para a corrente aquele das cargas
positivas, de tal modo que, fons de sinais opostos movimentando-se em sentidos contrarios
contribuem para a mesma corrente (Fig. 3.1).

& b
>

Figura 3.1: Definicao da corrente positiva.

Consideremos inicialmente apenas um tipo de portador de carga movimentando-se no
espago com uma velocidade média v estando numa concentracdo N (ntimero de portado-
res/volume). Tomemos uma superficie infinitensinal ds cuja normal ndo seja paralela &
velocidade dos portadores (Fig. 3.2)

81
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Figura 3.2: Portadores de carga atravessando uma &drea obliquamente.

. - . A A

Em um intervalo de tempo §t os portadores terao percorrido uma distdncia v-ndt na

direcdo da normal e atravessarao a area ds. Assim, a quantidade de carga 6@ que atravessara
a area ds sera

0Q = gN§V =qNv - ﬁdtds, 0V = volume do paralelepipedo.

Teremos entao

]
di = 5—? =qNv- nds (corrente que atravessa a drea infinitesinal ds).

Para varios portadores com vérias concentragoes fica
. A A
di = g giN;vj-nds =J-nds
J
onde

I= gNv; (3.2)
j

¢ definida como a densidade de corrente expressa em A/m?.
A corrente i que atravessa uma area S serd entao

i= /J - nds. (3.3)

. . A
Se considerarmos uma superficie fechada .S, sendo n sua normal externa, a corrente que
entra nessa superficie serda dada por
. A
1= — }{ J - nds.
S

Essa corrente serd igual a taxa de varia¢do da carga @ no interior da superficie (Fig. 3.3)

dQ A
E——iJ-ndS
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Figura 3.3: Densidade de corrente penetrando em uma superficie fechada S.

ou, utilizando o teorema da divergéncia,

i/ dv:—/didev

. /(@eriv.]) dv=0, VYV
. Op
ot

conhecida como equagao da continuidade.

Ou seja, se existe divergéncia da densidade de corrente em um determinado ponto do
espago, a densidade de carga estara variando no tempo naquele ponto. O regime estacionario

é caracterizado por dp/dt = 0, ou seja, ndao hd actimulo de carga nos pontos do espago.

+ div] =0 (3.4)

dp .
i 0 ou divJ =0. (3.5)

3.2 Lei de Ohm, condutividade e resistividade

Encontra-se experimentalmente que, nos metais mantidos em temperatura constante, a
densidade de corrente J é diretamente proporcional ao vetor do campo elétrico E.

J=gE, g = condutividade (3.6)
No caso geral, contudo, g é uma funcao do campo
g=y9(E)eJ=yg(E)E. (3.7)

Quando g = cte dizemos que o meio é linear ou que o meio é 6hmico e a equagao (3.6)
é conhecida como a Lei de Ohm microscépica. O inverso da condutividade é definido como
a resistividade n = 1/g. A unidade de 1 é volt-metro/ampére ou ohm-metro. A unidade de
g é ohm ™! .metro~! ou mho/metro.

A diferenga entre os materiais condutores e isolantes é caracterizada pela imensa variagao
da condutividade. A condutividade dos condutores chega a ser da ordem de 1020 a 1026
vezes a condutividade de um isolante.

A variagao da resistividade com a temperatura é dada aproximadamente pela relagao
empirica

n=mno [1+a (T —T) (3.8)
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dn - . .. . .
o= % & ¢ o coeficiente de variacao relativa da resistividade com a temperatura,
T = temperatura em °C,

To = temperatura de referenciais em °C,

1o =resistividade na temperatura Tj.

A tabela seguinte (Tab. 3.1) mostra valores tipicos de 1 e o

Material n (ohm.m) a (7Y
Prata (0°C) 1,47 x 1078 0,0038
Cobre 1,69 x 1078 0,00393
Ouro 2,44 x 1078 0,0034
Aluminio 2,83 x107% 00,0039
Tungstenio 5,51 x 10~8 0,0045
Niquel 7.24x 1078 0,006
Ferro (0°C) 8,85 x 105 0,0050
Constantan (60% Cu,40% Ni) 44,0 x 10®  0,0000
Nichrome 100,0 x 10~%  0,0004
Vidro 1010 — 10

Quartzo (fundido) 7,5 x 1017

Tabela 3.1: Valores tipicos de resistividade e coeficiente de variagdo com a temperatura.

Consideremos um fio de segao constante, feito de material homogéneo de condutividade
g e mantido a uma diferenca de potencial AV nos seus extremos.

AV = /E~dl.

No interior do fio o campo deve ser longitudinal, pois, se houvesse uma componente
perpendicular & superficie, haveria cargas superficiais e nao se detecta a existéncia de tais
cargas. Além disso, a geometria do problema nos indica que o campo deve ser 0 mesmo em
todos os pontos. Portanto

AV = E., [ = comprimento do fio

mas

i:/J~ﬁds:J.A, A = segao do fio.

Como J = gF temos

i=gFA
ot AV 11
i=g9g—A AV =-—i
! g
Definimos entao a resisténcia elétrica do fio

_av_1l (3.9)

R i gA
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Se g é constante R também serd e estaremos lidando com um material 6hmico.

A resisténcia definida por R = AV/i é um valor que caracteriza o pedago do mate-
rial como um todo, qualquer que seja a forma do condutor e é, por isso, uma grandeza
macroscopica.

3.3 Tendéncia ao equilibrio eletrostatico

Suponhamos que em um material homogeéneo, caracterizado pela permissividade € e pela
condutividade g, seja colocado, no seu interior, uma certa densidade de cargas livre po(z, y, 2).
Pergunta-se: como essas cargas atingirao a situagao de equilibrio eletrostatico?

Pela equagao da continuidade

dp | ..
E—l—dva—O

" op + div(gE) =0 L

BN ..at+gdivE:O
mas
divE =
€
entao 5
4 P
E + gg =0

Integrando com relacao ao tempo com a condigao inicial

t=0, p= pO(Zayaz)
fica
p(x,y,2,t) = polx,y,z) e =t (3.10)

Observamos, portanto, que o estado de equilibrio é obtido exponencialmente e definimos
o tempo de relaxagdo como t. = €/g, tempo necessério para a densidade cair a 37% do valor
inicial.

3.4 Condicoes de fronteira
Em problemas que envolvem mais de um meio condutor, as cargas em movimento deverao

atravesssar a fronteira entre dois meios de condutividade g; e go respectivamente. Assu-
mindo que o regime é estacionario, ou seja, nao existindo acumulo de cargas na interface

entre os dois meios, deveremos ter a mesma corrente nos dois lados (Fig. 3.4). Sendo na
A J
n 2
: 1/
4

1

Figura 3.4: Densidade de corrente na fronteira entre dois meios condutores.
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i:/J~rAlds

g1E1n = g2Eon. (3.11)

7{ E-dl = 0,
C

para um percurso retangular passando pelos dois meios com h — 0 (Fig. 3.5) teremos

E,
A é’lzBT
1 [ >0

D Aﬁ\ C
E

Figura 3.5: Campo elétrico na fronteira entre dois meios condutores.

normal & interface e como

teremos Ji, = Jo,, ou

Além disso, como

Eyy = By (3.12)

3.5 Forca eletromotriz e Leis de Kirchhoff

Uma propriedade fundamental do campo eletrostatico é

%E-dlzo,
C

no meio condutor, J = g(E)E e g(E) é sempre positivo, de forma que

§oa-o
c9

Para essa integral ser nula, ou J é sempre perpendicular a dl ou o produto escalar
troca de sinal durante a integragdo, mostrando que nao é possivel que cargas elétricas
movimentem-se em um percurso fechado (onde nao hé troca de sinal no produto escalar)
apenas sob efeito do campo eletrostatico.

Contudo, uma carga elétrica pode estar submetida a a¢do de outras forgas (mecanicas,
“quimicas” etc.) que nao sejam de origem eletrostética. Se denominarmos por E.y(campo
efetivo) a forga total por unidade de carga que age sobre a carga, é possivel que a integral
de linha fechada desse campo nao se anule. Se isso ocorrer, chamaremos o resultado dessa
integral de “forca eletromotriz” (nome histérico, ndo se trata de uma forga) ou simplesmente
f-e.m. no percurso fechado.

7§Eef dl =, (3.13)
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De modo geral

F
E;=E+ —
d q

E =campo eletrostatico tal que fc E-dl=0
F* =resultante das forgas nao eletrostaticas.
As cargas se movimentam sob a agao do campo efetivo de modo que, em geral,

J =gE¢f ou Ecf =nlJ.

Entao

*

F
W =E+ . (3.14)

Multiplicando escalarmente por dl e integrando em um percurso de a até b fica

b 1 b b
/E-ler—/ F*-dl:/nJ-dl (3.15)
a q a a
onde:

a 1* integral é a diferenga de potencial V, — V4;

a 2% integral é a f.e.m desenvolvida no trecho ab, €g4p;

a 3% integral é o produto da resisténcia no trecho ab pela corrente que passa por esse trecho,
Rapi, veja a equagao (3.9).

b b b i b
/nJ~d1:/thdl:/n—dl:/idR:Rabz‘
a a a A a

Va_‘/;)'i‘gab:Rabi

entao

Ve =Vie=¢uwp — Rapt. (3.16)

Se considerarmos um dq de carga que atravesse o trecho ab teremos (com dq = i dt)
dq (% — Va) = (5abi — Rab 12) dt.

Podemos interpretar dg (V, — V) como a energia adquirida pelo elemento de carga dg,
€ab i cOmo a poténcia produzida no trecho ab e Rqpi? como a poténcia dissipada irreversi-
velmente.

Se o ponto b concidir com o ponto a teremos um circuito fechado e V, — V, = 0. A eq.
(3.16) fica entao
€ab = Rapl ou mesmo e = Ri. (3.17)

Nessa expressao, € e R estao distribuidas ao longo do percurso de integragao. Caso, as
fontes de f.e.m e as resisténcias possam ser individualizadas teremos

Zgj = Ryi (3.18)

que é conhecida como a lei das malhas de Kirchhoff.
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No regime estacionario, em um ponto do espago divJd = 0 e a corrente que sai desse
ponto (ou mesmo que flui para esse ponto) vale

z:j{J.ﬁds:/dedu:o.
s \%

Se a corrente flui por fios que se unem em um ponto formando um “né” (Fig. 3.6)

teremos
> =0 (3.19)
J

que é conhecida como lei dos nds, onde i; é a corrente no j-ésimo fio que sai (ou que chega)
ao nob .

Figura 3.6: Correntes concorrentes em um ponto ou no.

3.6 Eq. de Laplace para meios condutores

Consideremos um meio condutor que nao possua fontes internas de f.e.m, que seja ho-
mogéneo, 6hmico, e esteja sob regime estacionario de condugao.

Como div] =0 e J = gE, teremos divE = 0 e, nesse caso, o campo é puramente
eletrostatico pois nao ha fonte de f.e.m, portanto

E = —gradV

divE = —divgradV = 0

ou seja,
V2V = 0. (3.20)

Portanto, o potencial serd determinado a partir da resolucao da equacao de Laplace,
usando as mesmas técnicas dos problemas de eletrostatica e as condigoes de contorno serao
dadas pelos potenciais ou pelas densidades de corrente nas superficies dos condutores. Es-
pecificar J é o mesmo que especificar E ja que J =gE. Se o meio condutor tiver regices
de diferentes condutividades utilizamos ainda as equagoes (3.11) e (3.12) na fronteira entre
esses meios

g1E1n = gaFop
By = Eoy.
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Exemplo

Considere uma linha coaxial cujo condutor interno de raio a possui uma condutividade
g # 0 e o condutor externo, de raio interno b, possui uma condutividade infinita (Fig. 3.7).
A linha é curto circuitada em um dos extremos e submetida a uma diferega de potencial V;
no outro extremo.

Determinemos o potencial no espaco entre os condutores.

metal
0
0 g Vv,
+
H 0
0 z,

Figura 3.7: Linha coaxial curto-circuitada em um extremo.

Condigoes de contorno em coordenadas cilindricas:
V=0para 2=0e0<p<D

V=0para p=0be0<2<2

V=Vipara z2=210<p<a.

O problema possui simetria axial, de modo que o potencial nao pode depender da variavel
¢ e a equagao de Laplace nas varidveis z e p fica (ver (2.27))

10 dv 0%V
S (i T )
pOp \' Op 022
Fazendo V = PZ, P =P(p)e Z = Z(z) teremos
10 (OPY, 1e7
pP Op pé)p Zdz?
1d*Z 1 d ([ dpP
= — (=) =—qa. 3.21
7 Zdz2 T ¢ dep(pdp> « (3.21)

Na superficie do fio de condutividade g teremos que satisfazer a condigao da componente
normal de J (fio = meio 1, vdcuo = meio 2, g2 = 0)

1B, = g2Foy, =0
entao

g1E1, =0= E1, =0
ja que g1 # 0.
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Logo
[8‘/ oP oP

o =0o=2z|%| =o0.|=| =o0
8p:|p:a |:8p:|p=a |:6p:|p=a

Sendo assim, de acordo com (3.21), somos obrigados a concluir que a constante de
separacao a deve ser nula . Portanto, no interior do fio deveremos ter

vz _
dz2

= Z =C1z+ Cy

(3.22)

1 d dpP
—— | p— ) =0= P =0C;sl Cy.
pP dp (pdp} e
Como a solugao ndo pode divergir em p = 0 teremos que ter C's = 0. Assim, o potencial
no interior do fio serd (redefinindo os valores das constantes Cy e C3)
V =012+ Cs.

MasV=0emz=0eV =V; em z = 21, logo Co =0 e C; = V1/21.
Portanto, no interior do fio teremos

Vi
= — 2.
21

1% (3.23)

Utilizemos (3.21) para calcular o potencial no espago entre os condutores. O potencial
é uma fungao que varia continuamente na fronteira entre dois meios, de forma que, se no
interior do fio a variagéo é linear, V = (V1/z1)z, imediatamente na superficie externa do
fio, a variacao deve ser da mesma forma. Como no interior do fio

2
?v

.oV ez
022 022 dz?’

imediatamente na superficie externa do fio deveremos ter também 927/dz? = 0, ou seja, a
constante de separacao o deve ser nula também para o potencial no vacuo.
Entéo, entre os condutores também valem as equagoes (3.22)

Z=Cz4Co, P=Cslnp+Cy, V=ZP
V=Cszlnp+Csz+Crlnp+ Cg
aplicando a condicao de contorno V =0em z=0,a < p <b
0=CrInp+ Csy

que s6 pode ser satisfeita para os diversos valores de p se C7 = Cg = 0.
Entao
V=Cszlnp + Cgz

e dacondicago V=0em p=5b 0 < z < 21 temos

0=CszInb+Cs 2 .Ce=—C5Inb
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metal

Figura 3.8: Linhas equipotenciais e linhas de campo.

edeV=Viemz=z1ep=a

Vi=Csz1lna+ Cg 21

W= C5zllna—C5zllnb

V
05 = 11 a
zZ11in b
¢ Vilnb
Cp= ———2.
z1 In b
Finalmente,
V Vilnb Viln2
= 1azlnp— 1Da = ! ;’z. (3.24)
z1ln g z1ln g z1ln g
Veja (Fig. 3.8). Nessa figura estdo representadas as linhas equipotenciais e as linhas de
campo elétrico calculadas pela expressao E = —gradV onde o gradiente nesse caso é dado
por
oV oV
a a (3.25)

gradV = 8_pap -+ aaz.

Portanto,
(3.26)
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Capitulo 4

O campo magnetostatico de
correntes estacionarias

4.1 Inducao magnética B

Estudamos anteriormente os fenomenos relacionados com as cargas elétricas em repouso
(problemas eletrostaticos). Nesse contexto, definimos o campo elétrico como sendo a razao
entre a forca que age em uma carga e o valor desta carga no limite em que ela é muito
pequena, estando a mesma em repouso. Contudo, a experiéncia mostra que sobre cargas
em movimento (correntes elétricas) podem aparecer forcas que dependem nao sé do valor
da carga como também da velocidade e da diregao que essa carga se move. Isso pode ser
observado, por exemplo, ao passarmos uma corrente elétrica por um fio nas vizinhancas de
um ima natural ou de outro fio onde exista uma outra corrente.

Os resultados que apresentaremos sao a sintese de um nimero muito grande de experi-
mentos sobre correntes em fios retos e curvos, espiras circulares e retangulares e, até mesmo,
feixes de cargas elétricas em gases a baixa pressao na presenca de fontes de magnetismo
natural ou artificial. De uma maneira um tanto artificial consideraremos os efeitos sobre
um pequeno segmento de um circuito por onde passa uma corrente quando, na verdade, os
efeitos normalmente sao medidos em grandes extensoes, muitas vezes, em todo o circuito.

Observa-se experimentalmente que, em um pequeno pedaco de fio dl por onde passa
uma corrente i, atua uma forca dF com as seguintes caracteristicas:

e dF ¢ proporcional a i.

e dF ¢ proporcional a dl.

dF depende da posicao de dl.

dF depende da orientagao de dl. Existe sempre uma direcao de dl para a qual dF se
anula, mesmo se invertermos a corrente, e nao ha outra diregao na qual dF se anule
(a menos que se anule em todas as diregoes).

dF ¢ proporcional ao senfl onde 0 é o angulo entre dl e a direcao na qual dF se anula.

A diregao de dF é sempre perpendicular a dl e & diregao na qual dF se anula.
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e dF muda de sentido quando invertemos a corrente.

Para dar conta dessas observagoes definimos o vetor indugao magnética B como sendo
um vetor orientado na direcao em que dF se anula e que satisfaga as observagoes acima.
Podemos entao escrever
dF = idl x B. (4.1)

Essa equacao define a inducao B como positiva quando for satisfeita a “regra da mao
direita”.
Em termos da densidade de corrente J, notando que

idl = JAdl = Jdv (4.2)
onde A é a area atravessada pela corrente e dv é o elemento de volume, teremos
dF = J x Bdv. (4.3)

Em termos da carga elétrica a equagdo (4.1) torna-se escrita como:
dgq
dF = Edl xB=dgqV xB (4.4)

onde V ¢ a velocidade da carga.
A unidade da indugdo magnética B é o N/(Am), tesla ou weber/m?.

4.2 A lei de Biot-Savart

Inicialmente, as fontes de indugdo magnética eram os imas naturais. Em 1820 Oersted
demonstrou que as correntes elétricas podiam defletir a agulha de uma biissola de modo
semelhante a um ima natural e, poucas semanas apds ter anunciado a sua descoberta,
Ampére apresentou os resultados de uma série de experiéncias que podem ser sintetizadas
em uma expressao atualmente conhecida como a lei de Biot-Savart. Essa lei afirma que a
indugdo magnética B(r), produzida por um circuito onde passa uma corrente i, pode ser
considerada como a superposicao de indugoes magnéticas elementares dB produzidas pelos
pequenos pedagos do circuito, dl (Fig. 4.1).
dlx (r—r')
dB(r) = Ci TTER (4.5)
A constante C' depende do sistema de unidades e a unidade de corrente, o ampére,
é obtida fazendo C' = 10~ "N/amp®. E conveniente fazer C' = po/ (47), onde po =
4710~ "N/amp? é a permeabilidade magnética do vacuo.
Podemos também escrever, (ja que idl = Jdv)

dB(r) = Z—;; (r') x %dv’ (4.6)
B(r) = Z—;/VIJ(I"') < Hdv’ (4.7)

V' é o volume onde existe a densidade de corrente J(r’) (que pode ser todo o espago!).
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Figura 4.1: Elemento infinitesimal de indugao magnética produzido por um elemento de
fio.

Em coordenadas cartesianas
J=JX+J,y+ ]2

r—r = (z—a)X+ (y—y)y + (2 - )z
| =[@—2)2+ -y + (-2 =R

Assim, a projecao em ox de B sera

z—2"J, — (y—1vy')J,
Bl(ﬂj,y7z):if_7?_//( )yRS(y y) dUI.

Observando que

O (L\__(v=v O (LY (2
aw\r)~ i3 © 0z \R) R

o () -0, L ()|
B, (xvyaz) T Ar /V/ |:Jzay (R) Jyaz (R):| w

mas J, e Jy s@o funcoes de z’,y’ e 2’ e ndo de z,y e z, entéo

_Ho [ O (TN O (|
Bx(x,y,z)—ém/vl [6y<R) 82<R dv

como a integral é feita na varidvel “linha” podemos escrever

teremos

po O J. , po 0 Jy /
By(z,y,2) =00 [ gy B0 [ 2y gy
(x y Z) 47Tay v R v 47 0z v R v

Definiremos agora um campo vetorial, A(z,y, z), chamado de “potencial vetorial” como

A(z,y,2) = 'Z—; // %dv' (4.8)

/
A(z,y,2) = @/ () dv'.

T o ]

ou
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Em termos desse vetor

B, = 0A, B 04,
Jy 0z
procedendo de modo andlogo para as outras componentes encontraremos:
B, = 0A, 7 0A,
0z or

5 04 04

0z oy
Vemos portanto que
B =rotA (4.9)
e como divrotF = 0 teremos
divB = 0. (4.10)

Em problemas de calculo de indugao magnética prefere-se calcular primeiro o potencial
vetorial magnético e posteriormente calcular B tomando-se o rotacional, por ser o potencial
mais simples de calcular do que determinar B através da lei de Biot-Savart.

4.3 O potencial escalar

Mostremos agora que existem situacoes onde a inducao magnética B pode ser calculada a
partir de um potencial escalar. Calculemos o rotacional de B utilizando (4.9) supondo o
caso de correntes estaciondrias, divJ = 0. Temos que

rotB = rot rotA = graddivA — V?A (4.11)
Calculemos graddivA e V2A a partir de (4.8)

/
A=t [ IE) 4,
47 \ |r — I"|

/
divA(r) = %/ div <|J(r )/|> dv’
™ Jv r—r

mas div(pF) = pdivF+grady - F

. H 1 . 1
divA(r) = ﬁ /V’ [deJ(r') + gradm -J(r')] dv’

mas divJ(r') = 0 pois J é apenas fungao da varidvel “linha’e

1 (r—r') , 1
d =— ~ = —grad
gra F— P gra

v —r'|

entao

divA(r) = &/ —grad'’

/ |r—r’|.

J(x")dv'
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usando novamente a identidade
div' (pF) = pdiv'F + grad’p - F

ficamos com

/
divA(r) = Ko ! div'J(r") — div’ J () dv’
A7 Jyo | |r — 1| |r — /|

mas div'J(r") = 0 (correntes estaciondrias), entao

J /
divA(r) = N =) dv’
47 \ |r — I"|

V'’ = volume que contém J ou mesmo um volume maior.
Usando o teorema da divergéncia

J /
divA(r) = Ho =) nds’.

4r |r — 1’| .
S/

A densidade de corrente J(r’) é confinada no espago, por hipdtese, ao volume V'. Se es-
tendermos a superficie S’ para uma superficie envolvendo um volume maior que V' teremos
J = 0 nessa superficie e, portanto, a integral se anula. Entao

divA(r) =0 e grad divA(r) = 0.
Calculemos agora VZA = V2A,% + V2Ay§f + V2A.z. De acordo com (4.8)

.= J“”ddZ/fﬂLﬁqmc
4w Ji v — 1/ v 4 |r —r'|

Comparando com o potencial eletrostatico

1 /
V:/ p(r) d'l)/
v dmeg |r — 1|

e a equacao de Poisson

vy =L
€0
podemos dizer que
V2Ag; = 7[1,0]93.
Analogamente
V2Ay = —fdy e V2A, = —pol..
Portanto

VZA = —pod

e, de acordo com a equagio (4.11), temos

rotB = 0J (4.12)
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conhecida como forma diferencial da lei de Ampére.
Nas regioes do espago onde J = 0 teremos rotB = 0 e nessas pontos podemos definir
uma fungao V*(r) conhecida como potencial escalar magnético e dizer que

B = —pogradV™ (4.13)
e como divB = 0 teremos
divB = —podivgradV* =0 (4.14)
ou
V2V* =0.

Ou seja o potencial escalar magnético também satisfaz uma equacao de Laplace!

4.4 O fluxo da indugao magnética

Uma propriedade fundamental da indugdo magnética foi apresentada na equagao (4.10),
divB = 0. Tomando uma superficie S que envolva um volume V e integrando o divB nesse
volume teremos

/ divBdv =0 v, V.

\%

Pelo teorema da divergéncia fica
j{B ‘nds =0 v, S fechada. (4.15)
s

O fluxo da indugao magnética por uma superficie fechada é nulo. Em outras palavras,
o fluxo que entra na superficie é igual ao fluxo que sai, outra maneira de retratar o fato de
que nao existe o monopolo magnético.

4.5 A lei de Ampere

A lei circuital de Ampere relaciona a integral de caminho fechado da indugdo magnética
com a corrente (estaciondria).
De acordo com o teorema de Stokes e a equacao (4.12), rotB = uJ,

%B~d1:/r0tB°ﬁdS:/‘u0J~ﬁdS
s s
c

sendo S qualquer superficie aberta que se apoie no caminho C' (Fig. 4.2), ou seja,
%B ~dl = poi (4.16)
C

onde i é a corrente que atravessa a superficie S no sentido estipulado pela regra da mao
direita.
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Figura 4.2: Caminho de integracao e uma superficie apoiada nesse caminho e atravessada
pela densidade de corrente J.

4.6 Torque sobre uma espira e momento magnético

Vimos que o elemento infinitesimal de for¢a que age sobre um elemento infinitesimal de fio
por onde passa uma corrente i, na presenga de uma indugao magnética B, era dado pela
equagao (4.1)

=idl x B.

Para um circuito fechado (um “loop”) teremos (Fig. 4.3)

il

Figura 4.3: Lago (loop) de corrente em um campo de indugao magnética.

F= ?{ idl x B
c
Se B for uniforme (ou um loop muito pequeno, de forma que B seja praticamente
constante)
F= <z 7{ dl) x B.
c
Mas
7{ dl =0
c
Portanto,

F=0.

O mesmo nao pode ser afirmado se B nao for constante ao longo do percurso.
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Apesar da forga ser nula, o mesmo nao pode ser dito sobre o torque em um circuito ou

em uma espira conforme veremos a seguir.
Consideremos uma espira retangular de area infinitensinal situada no plano zy, por

simplicidade, conforme o desenho (Fig. 4.4). Sobre a espira B é praticamente uniforme

y ‘/
- 3 y
/ 2
A - >
Y% T —
B 1
Ax

Figura 4.4: Espira retangular em um campo de indugao magnética uniforme.

pois a mesma é infinitensinal. A forga no lado 1 serd
LA
dF1 = idex x B

dF, = idz(B,z — B.y).

O torque de uma forga é definido por 7 =r x F, sendo r o vetor posigio (torque com
relagdo & origem). Entéo, o torque devido a dF; serd

1
dr =t x dF; = (—§dy§) x (idx(ByQ - BZ§))

1
dr = — 5 dudy iB,X.
De modo anélogo, o torque produzido pela forca dF3no segmento 3 serd

1
drs = — S dedy iB,X = dr

dry + drs = —dady iB,X.
Para os lados 2 e 4 teremos

dry + dry = dzdy iB,y

e o torque total sera
dr = idady (3909 — By§<)

ou seja
dr =idxdy (9 X B) .

Se definirmos R R
dS = nds = dzxdyz
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teremos

dr =1idS x B

ou
dr =dm xB,  dm =idS = idsn (4.17)

sendo dm definido como o momento magnético diferencial.
Para uma espira plana em um campo uniforme teremos

T=iSXxB=mxB. (4.18)

Observe que o momento magnético é uma caracteristica geométrica da espira por onde
passa a corrente i.
Pode-se mostrar que o momento magnético de uma espira vale, em geral,

]{ r x dl (4.19)
C

m=71

|~

mesmo que a espira nao seja plana.

4.7 Indutancia

Vimos que a corrente elétrica produz a inducao magnética B. No regime estacionario, onde
nao héa aciimulo de cargas elétricas em nenhum ponto do espago, sé é possivel existir corrente
elétrica em um circuito fechado, ou seja, estd definida uma “espira”’ que limita uma certa
superficie S . A passagem da corrente elétrica produz uma indugao magnética B através
dessa superficie, criando um fluxo

(I)B:/B-ﬁds.
S

Como B é uma funcdo da corrente, o fluxo também o serd, ®p = @5 (7).
Definimos a indutancia de um circuito como a derivada desse fluxo com relacao a corrente
ddp
L= —.
di

Se um circuito é composto por N espiras idénticas,

dop
L=N T (4.20)
onde ¢p é o fluxo por uma espira.

Unidades da indutancia: webber/A, tesla-m?/A, Nm/A? e henry.

Em um numero grande de situagoes importantes, o fluxo ¢ é proporcional a corrente,
para esses casos podemos escrever L = N¢p/i e a induténcia (4.20) ndo dependerd da
corrente, dependera apenas da geometria uma vez que o fluxo depende da geometria e é
proporcional a corrente.

Em muitos circuitos elétricos existem regides do espago onde ocorrem grandes concen-
tragoes de linhas de campo de indugao magnética acompanhadas por fluxos intensos quando



102 Newton Barros de Oliveira

comparados com outras regides de menores fluxos. E o caso dos circuitos que contém bobi-
nas com muitas espiras de fio. O fluxo no circuito pode entao ser aproximado pelos fluxos
nessas regioes de maiores concentragoes de campo de forma que a indutancia do circuito
é praticamente a indutancia dessas regioes. Falamos entao na indutancia de um elemento
do circuito. Os indutores sao dispositivos ou elementos de circuito caracterizados por sua
indutancia L, construidos especificamente para armazenar energia na forma de um campo
de indugao magnética, confinando essa inducao B em uma certa regiao do espago. Indutores
de geometria simples como solendides longos e tordides sao importantes e suas indutancias
sao facilmente calculaveis.

Exemplo 1

Considere um toréide de seccao retangular, raio interno a raio externo b e altura h com N
espiras de fio bastante unidas (Fig. 4.5). Pela simetria do problema, as linhas de indugéo

Figura 4.5: Indutor toroidal.

B devem ser circulares. A utilizagdo da lei de Ampére em um caminho idéntico as linhas
de inducao B permitira determinar este valor.

%B-dl:uoNi
C

onde Ni é a corrente total que “fura” uma superficie apoiada no caminho C.
Sobre o caminho circular, B é paralelo a dl e B deve ser constante

A
B}{B-dlzuoNi
C

B2nmr = poNi r = raio do caminho circular
Ni
B = pp—. 4.21
fo 2mr ( )

Representada na figura (Fig. 4.6).

Observe que se b for muito préoximo a a ou se b—a << a, o médulo da indugao magnética
B sera praticamente constante.

O fluxo de B através da secgao retangular sera

b

Ni
¢B:/SB.ﬁds:/u207rrZhdr, para rAl//B

a
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B
B(a)|—
SEN

ol a b g

Figura 4.6: Inducao magnética no toréide.

e a indutancia L

()
L=n%8 _ ”0 <2> (4.22)

Se

b—a<<a, 1n<é>z91
a a

e a é aproximadamente igual ao raio médio do tordide

b
+az2g

R=— 2

entao
poN?h(b—a)  poN* A

s a ~ 2t R

L~ (4.23)

A =4rea de secao,
R =raio médio.

Exemplo 2

Considere uma linha de transmissao coaxial longa cujo condutor interno possui raio a e
o externo possui raio interno b (Fig. 4.7). Determinemos a indutancia por unidade de
comprimento. Para efetuar o calculo suponhamos que uma corrente i entre no condutor
interno e retorne pelo condutor externo.

Figura 4.7: Linha coaxial.

A simetria axial do problema indica que as linhas de B devem ser circulares. Aplicando
a lei de Ampére em um caminho circular idéntico a linha de B teremos
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7{ B.dl = poi = B2mr = poi . B =12,
c 27r

O fluxo de B por uma superficie retangular plana, paralela ao eixo da linha, entre os

dois condutores e para um comprimento [ da linha é
. b .
1 b
¢p = / B - nds = —Wl/ Zdr =2 <—> .
S 2 J, 1 27 a

Portanto, a indutancia desse pedago de linha vale

=% _ By, <9>

di 2w a
. L o Ho b
7= 27Tln (a) H/m. (4.24)

Exemplo 3
Considere uma linha de transmissao longa, de fios paralelos com secao circular de raio a e

separados por uma distancia d entre centros.

v
( 2a OG>

1\

x—

Figura 4.8: Linha paralela.

A inducao B produzida por um fio apenas vale

_ put
2mr

para os pontos exteriores ao fio. Desprezaremos a indugao B no interior do fio.
O fluxo de B, produzido por apenas um fio, na superficie entre os fios para uma linha

d—a .
¢>31:/B-ﬁds:/ LU p
S a 2mr

de comprimento [ sera:

i d—a
¢B1 = Hot )
27
O fluxo total serd a soma dos fluxos produzidos por cada fio, ou seja, o dobro da expressao
anterior g

0? —a
o5 =265 = P2 E "2
7 a
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Portanto, a indutancia desse pedago de linha vale

. d—
L=y a
T a

L _
',—:@lnd a'

l T a

Para d >> a fica I J
Ho

— ~ —In— H/m. 4.2
;& oo H/m (4.25)

4.8 Indutancia mutua

Quando existem varios circuitos, préximos um aos outros, pode ocorrer que a corrente que
passa por um dos circuitos produza um fluxo magnético em outro circuito. Tomemos, por
exemplo, uma situacao em que existam dois circuitos proximos.

Definimos a indutancia mitua entre os dois circuitos, Ms1, como:

My = N, 2082 (4.26)
d’Ll
¢B,, = fluxo em uma espira do circuito 2 devido a uma corrente no circuito 1,
Ny = numero de espiras idénticas do circuito 2,
41 = corrente no circuito 1.
Se o fluxo for proporcional & corrente podemos escrever

¢B
My = Ny—
11
Da mesma maneira podemos definir
dop
My =N 7 12,
12

Exemplo 4

Considere uma bobina toroidal com N7 espiras, de secgao circular A cujo raio é muito menor
que raio médio, R, do toroide.

Uma segunda bobina com Ns espiras é enrolada sobre a primeira. Determinemos a
indutancia mutua, supondo duas situagoes: primeiro, que passe apenas uma corrente i; na
primeira bobina e, segundo, que, passe apenas uma corrente i na segunda bobina.

A indugao B; produzida por 7 serd de acordo com (4.21).

Noj
B = MOTJI;I B; = campo médio.
O fluxo 2 0
toN1iq o Ny
N- = NA=—= L ="—"FF——
1981 orR * ! 2mR
e
Nyt NiNs A
N2¢321 = MO 121N2A = M21 = M

27R 2TR
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A indugao Bs produzida por i serd

toNaio
By = ————.
2 2TR
O fluxo 2 4
toNatio toN5
N. =—=""N7A Lo = —=—
2082 27R 24 = L2 27R
e
toNatio toNa N1 A
Nigp,, = 0202\ 4 gy, = H02018
1981, orR — M2 2R

Observe que M2 = Ms;. Essa relacao é valida sempre que o fluxo for proporcional a
corrente. Além disso, podemos verificar que, para esse exemplo,

M = Myy = My, = \/Ly.Ls. (4.27)

Em geral, verifica-se que

M =k\Li.Ly, |kl<1 (4.28)

onde k € o coeficiente de acoplamento determinado, normalmente, por meios experimentais.
O valor de k pode ser menor que a unidade devido ao fato de nem todas as linhas de B
produzidas por uma bobina atravessarem a outra bobina.

4.9 A matéria magnetizada. A magnetizacao.

Vimos que espiras de corrente produzem indugao magnética B em todos os pontos do espago.
A experiéncia mostra que essa inducao pode ser modificada pelo meio material que circunda
as espiras. Além disso, uma fonte natural de B (imas) nao estd associada & presenga de
correntes macroscopicas. A perturbacao causada pelo meio bem como a existéncia da fonte
natural pode ser melhor compreendida se admitirmos, como um modelo, que no interior da
matéria existam “loops” de correntes microscopicas capazes de produzir, no seu conjunto,
uma indugao B adicional, além da produzida pelas correntes macroscépicas. Esses “loops”
de corrente dao origem a momentos magnéticos microscépicos que, na matéria comum,
deverao estar aleatoriamente orientados para nao produzir uma indugao B macroscépica
detectavel. Contudo, esses momentos magnéticos poderao se orientar na presenca de uma
indugéo B externa (produzida por uma espira de corrente por exemplo) de modo produzir
uma indugao B adicional alterando o valor que existiria na auséncia do meio material.

Nas fontes naturais (imas) esses momentos deverdo estar previamente orientados e man-
tidos em suas posigoes (como se estivessem “colados”) de modo produzir uma indugao B
macroscopica permanente. A experiéncia mostra também que o aquecimento e o choque
mecanico contribuem para o enfraquecimento da indugao B produzida pelas fontes naturais,
0 que parece indicar que essas acoes fisicas desorientam os momentos magnéticos.

As correntes que originam os momentos magnéticos devem ser correntes a nivel atéomico,
de modo que, podemos associar um momento magnético m a cada atomo. Definamos agora
uma grandeza vetorial macroscépica que mega a densidade dos momentos magnéticos no
interior da matéria, a magnetizacao M.

. 1
M = A}Jlgo Av Z;ml
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M é o momento magnético por unidade de volume e Av é um elemento de volume infinite-
simal do ponto de vista macroscépico.

Procuremos relacionar a magnetizagao M com as correntes que existem no interior da
matéria. Consideremos que existam “loops” de corrente no interior da matéria e que a
densidade desses loops seja varidvel (Fig. 4.9).

Q QQ
O ©
Q

Figura 4.9: Lacos de corrente no interior da matéria.

Devido ao fato da distribuicao nao ser constante, existem regioes de espago onde as cor-
rentes dos loops adjantes nao se cancelam, dando origem a uma corrente I,,, como mostrado
na figura no espago entre as linhas interrompidas.

Essa corrente é chamada de corrente de magnetizacao e, apesar de nao haver transporte
de cargas livres, é equivalente a uma movimentagao efetiva das cargas.

Consideremos dois elementos de volume adjacentes, no interior da matéria magnetizada
conforme a figura (Fig. 4.10).

Az
1’@ @1”Ax

MY My+ay

X

Figura 4.10: Lacos de corrente nas faces de dois elementos de volume adjacentes no interior
da matéria.

Se a magnetizac¢do no primeiro elemento de volume vale M(z, y, z), no segundo elemento

ela valerd
OM(z,y, 2)

dy

analisando por componentes, teremos para a projecao M, do primeiro elemento de volume,

M(z,y,z) + Ay + ...
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a relacao:
M AzAyAz = m,.
Mas, pela definigdo de momento magnético, equagao (4.17), temos

me = I'AyAz, I’ orientado de acordo com a figura.

Logo,
MoAzAyAz = I' AyAz.

Para o segundo elemento de volume teremos

8é\4x Ay> AzAyAz = I"AyAz
Y

o

e a corrente “liquida” para cima entre os dois elementos vale

oM,

I'-1"=- ayx AzAy.

Se nés considerarmos agora dois elementos de volume adjacentes, na direcao do eixo x
encontraremos que

oM
Illl/ _ I”/ — axy AZAy

Essas sao as tnicas correntes na direcao do eixo z de modo que

) (A [y B 8My B oM,
AzAy S or oy

O termo da esquerda é uma densidade de corrente na direcao do eixo z, que chamaremos
de (JM)Z

oM, oM,
J = v _ L.
(Jar). ox y
Calculando para os outras componentes encontraremos
oM, OM oM. oM,
J = — 2 J = £ - Y
(Jar)y 0z Ox ¢ (Tnr), Oy 0z’
ou seja,
Jar = rotM. (4.29)

A densidade de corrente de magnetizacao é o rotacional da magnetizacao.

4.10 O vetor intensidade magnética, H

Na auséncia de matéria magnetizdvel, a indugao magnética é caracterizada por duas equagoes
fundamentais:
divB =0 e rotB = poJ.

A primeira equagao esta ligada ao fato das linhas de inducao de B serem fechadas, uma
propriedade fundamental desse campo, que independe de que corrente o produziu, correntes
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verdadeiras ou correntes de magnetizacao. Isso pode ser denotado pela possibilidade de se
escrever B, sempre, como o rotacional de um potencial vetorial. A segunda equagao foi
deduzida considerando que a tnica fonte para a indugao magnética B, era a densidade de
corrente verdadeira. Na presenca de matéria magnetizavel, devemos levar em consideragao
a densidade de corrente de magnetizagao e escrever:

rotB = po(J + ). (4.30)
Substituindo (4.29) teremos

rotB = 1o(J + rotM)

B
. (rot— — rotM) =J
Ho

. rot (E — M) =J.
Mo

Definimos o vetor intensidade magnética H como:

B
_B u (4.31)
Ho
Portanto,
rotH=1J (4.32)

que ¢ a forma diferencial da lei de Ampére para a matéria magnetizada.

Por essa expressao, vemos que o vetor H é que esta diretamente associado a densidade
de corrente verdadeira.

Integrando (4.32) em uma superficie aberta S qualquer (Fig. 4.11),

J

C

Figura 4.11: Densidade de corrente atravessando uma superficie S.

/I‘OtH’ﬁdS:/.:LIAIdS:i
s s

e utilizando o Teorema de Stokes teremos
j{ H-dl=1 (4.33)
c

que é a lei de Ampere na forma integral para a matéria magnetizada onde i é a corrente
que “fura” S e C é o contorno de S.
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4.11 Permeabilidade magnética, histerese ferromagné-
tica

Observe que ao definirmos o vetor H pudemos relaciona-lo diretamente com as fontes verda-
deiras (J ou ). Contudo, ainda nao podemos determinar a indu¢ao magnética B, pois ainda
nao conhecemos o valor da magnetizagdo (ou a densidade de corrente de magnetizagao).
Necessitamos, portanto, de uma ligacao entre a magnetizacao M e a intensidade magnética
H. Essa relagao depende da natureza do material magnético e é normalmente obtida da
experiéncia. Em muitos materiais existe uma relagao aproxiamdamente linear entre M e
H, podemos escrever.

M = X,,H (4.34)

X.» € uma quantidade adimensional chamada susceptibilidade magnética.

Quando X, é positivo o material é dito paramagnético. Quando X,, é negativo o
material é dito diamagnético. Em geral |X,,| << 1 para os materiais paramagnéticos e
diamagnéticos. Veja (Tab. 4.1).

Material X,

m
Aluminio 2,3x107°
Cobre —0,98 x 1073
Ouro —3,6x107°
Prata —2,6 x 1075
Titanio 7,06 x 107°

Tungstenio 6,8 x 107°
Tabela 4.1: Susceptibilidade magnética de alguns metais.

Das equagoes (4.31) e (4.34) temos
B

H=—-X,H
Ho
B
Ho
-.B=puH, = o (1+ X)) (4.35)

1 =permeabilidade magnética do meio.
Define-se também a permeabilidade relativa k,,

ko = = =1+ X (4.36)
Ho

Observe que para substancias paramagnéticas e diamagnéticas k,, >~ 1 ou seja pu ~ .
Em resumo, H estd diretamente relacionado a corrente verdadeira ¢ (ou J) e B estd

relacionada a H através da permeabilidade pu.
Uma classe especial de materiais magnéticos é formada pelos ferromagnéticos. Esses
materiais podem possuir uma magnetizagao permanente, sao altamente nao lineares e sua
presenca causa mudangas profundas na indugdo magnética. As equagoes (4.35) e (4.36)
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nao sao aplicaveis com X, e u constantes mas ainda é possivel definir uma permeabilidade
= pu(H) tomando um certo cuidado.

Vejamos o comportamento tipico de um material ferromagnético inicialmente desmag-
netizado (M = 0) colocado no interior de um solendide (ou de um tordide) por onde passa

uma corrente 7. A lei Ampere
j{ H-dl=i
c
permite relacionar H diretamente a 1.
Inicialmente, partindo de ¢ = 0 no sentido crescente (e positivo) serd estabelecido um

campo H crescente no material ferromagnético. A magnetizacao comeca a se formar e a
inducdo magnética B segue a curva tipica a seguir (Fig. 4.12).

B(T)
1,2
1,0 4
0,8 1
0,6

0,4
0

0 100 200 300 400 500 H (A/m)

Figura 4.12: Curva de magnetizagao para o ferro doce comercial (annealed).

A magnetizacdo cresce rapidamente no inicio fazendo com que a indugao B se eleve
com grande inclinagao. Como a magnetizacao esta relacionada a orientagao dos momentos
magnéticos no interior da matéria, o valor maximo ocorrerd quando todos os momentos
estiverem orientados (alinhados) atingindo uma situagao de saturagao. Pela relacao (4.31)

B=puH+M),

a partir dessa situagao, o aumento em B serd devido ao termo poH e ocorre com pequena
inclinagao no trecho final aproximadamente reto.

Suponhamos agora que, a partir desse estado de magnetizacao, a corrente no solenoide
seja diminuida (diminui¢cdo de H). Observa-se que a inducdo magnética diminuie o seu
valor segundo uma curva diferente da curva inicial, alcancando o ponto r quando H = 0 no
grafico seguinte (Fig. 4.13).

O valor B = r é chamado de retentividade ou campo remanente.

Esse fenomeno chama-se “histerese”, a magnetizacao segue atrasada com relacao ao
campo excitante.

Invertendo-se a corrente, a inducao B diminue até anular-se. Quando isso ocorre,
denominamos o valor de H correspondente de coercitividade do material (Fig. 4.14).
¢ =coercitividade.

Proseguindo com a diminui¢ao da corrente (sentido negativo) e depois aumentando
obteremos um “loop de histerese” (Fig. 4.15).
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B(T)

o 4

H (A/m)

Figura 4.13: Campo remanente na curva de magnetizacao.

B(T)

H (A/m)

Figura 4.14: Coercitividade na curva de magnetizagao.

Para levar o material novamente ao estado desmagnetizado é necessério realizar varios
ciclos de histerese com correntes méximas descrescentes (Fig. 4.16).

Os materiais ferromagnéticos sao normalmente utilizados para aumentar a indugao
magnética produzida por circuitos de corrente e como fonte de indugdo magnética (no
caso dos iméas permanentes). No primeiro caso, procura-se utilizar materiais com valores
elevados de permeabilidade relativa enquanto que no segundo caso busca-se por valores
elevados de campo remanente.

Algumas ligas utilizadas para a fabricagdo de imas permanentes podem ser vistas na
tabela (Tab. 4.2).

B(T)

H (A/m)

Figura 4.15: Laco ou “loop”de histerese.
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B(T)

Py

7
% H (A/m)

Figura 4.16: Laco ou “loop”de histerese decrescente.

Material r (W/m?) ¢ (A/m)

Alnico 12 0,6 7,6 x 104
Alnico 5 1,25 4,4 % 10*
Aco Cobalto 35% 0,9 1,6 x 10%
Ferrite de Estroncio FXD400 0,4 2,4 x 10°

Tabela 4.2: Ligas utilizadas em imas.

4.12 Condigoes de contorno
Consideremos dois meios materiais com permeabilidades magnéticas diferentes e vejamos

como os vetores B e H mudam os valores na fronteira entre esses dois meios.
Aplicando a integral de fluxo de B em um pequeno cilindro de secao As conforme a

figura (Fig. 4.17) teremos
B,
A AS
nl
2 1 gl (=

oy

Figura 4.17: Fluxo da inducao magnética em um pequeno cilindro na fronteira entre dois
meios.

A A

j{B~rAlds:0:>B2~rAlgAs+B1~IAllAs:0, n; = —np
s

B2 . 1/’\12AS — B1 . 1/’\12A5 =0
B2, —Bi1, =0 . Bay = By, (4.37)

Ou seja, o componente normal de B é continuo através da fronteira.
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Se aplicarmos a lei de Ampere em um caminho retangular conforme a figura (Fig. 4.18)
teremos

H,
Hy /glzB
W DAf; C
)\

Figura 4.18: Integral de caminho na fronteira entre dois meios.

j{H-dlzi
c

i é a corrente que fura a superficie delimitada pelo caminho.
Como a altura do retangulo é infinitamente pequena, por hipotése, essa corrente sé pode
ser uma corrente superficial na fronteira entre os dois meios, se houver tal corrente.

Th>0

1

H, - Al + Hs. Al =4, Al = —Al, = Al

)
Hyy — Hyy = —
oy 2= A]
definamos

Js = KZ
como a densidade linear de corrente superficial, entao

Hyy — Hop = js. (4.38)

Se nao houver tal corrente teremos uma continuidade no componente tangencial de H,

Hit = Hy
By _ B (4.39)
Cm M2

4.13 Os circuitos magnéticos

Vimos anteriormente que uma bobina de forma toroidal vazia (sem nicleo) produzia uma
inducao magnética cujas linhas acompanham a forma circular mantendo-se praticamente
no interior do tordide (Fig. 4.19). A aplicagdo da lei de Ampere resulta em

Hl= Ni

! =comprimento do caminho circular no interior do toroide, 27
N =numero de espiras.
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Figura 4.19: Bobina toroidal.

Como o interior do torédide é vazio,

Ni
B = MOHa e B = MQT
Preenchendo o interior do toroide com material magnetizavel linear passaremos a ter a

contribuicao da magnetizacao, ou seja,

S
Ho l
portanto,
Ni Ni
B = [J,T = ,LLOT + HQM. (440)

Para niucleos ferromagnéticos a magnetizagao é elevada, a indugao B é muitas vezes
maior que no vazio e as linhas sao praticamente confinados ao interior do toréide mesmo
que as espiras nao estejam muito unidas ou que haja regioes sem espiras. Observando que
as linhas de indugao formam um “tubo de fluxo” e que o fluxo em cada secao do tordide
deve ter o mesmo valor, falamos entao em um circuito magnético.

O interior do tordide pode ser preenchido com materiais diversos, digamos 1,2 e 3
conforme a figura (Fig. 4.20).

Figura 4.20: Bobina toroidal com diversos materiais do ntcleo.

A aplicagao da lei Ampere

%H-dl:N@'
C
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nao permite determinar o valor H, pois o mesmo nao é mais constante durante a integracao
em virtude de haver materiais diversos. Contudo, em cada material, podemos escrever
B ¢
H=2=, B=2Z
I A
¢ =fluxo pela segao (constante em todas as segdes)
A =4rea da secao.

Portanto,
1
L a=-Ni  ed L _Ni
c A o 1A
Ni
¢p=—r. (4.41)
C pA

Em funcao da semelhanca existente com a lei de ohm define-se as seguintes grandezas:

Ni = “for¢a magnetomotriz”, f.m.m.

7{ a = “relutancia”, R (4.42)
o 1A
f-m.m.
_ fmm. 4.43
¢ = (4.43)

A cada material que compoe o ntucleo podemos associar uma relutancia
~ dl;
Ri= [ —
piAi

~ ~ . dl dl;

Ou seja, as relutancias estao em “série” em um circuito magnético simples.

Para materiais magnéticos lineares o cdlculo da relutancia é simples de ser realizado em
virtude da permeabilidade de cada trecho ser constante. Em materiais ferromagnéticos (os
mais utilizados nos circuitos magnéticos) a permeabilidade p é uma funcgéo da intensidade
magnética H, que por sua vez é desconhecida, até que o circuito esteja resolvido e o fluxo
¢ determinado. Nesse caso, o circuito deve ser resolvido de modo iterativo:

e Estima-se o valor inicial de H como H = Ni/liptq; $endo liotq; 0 comprimento de todo
0 percurso.

e Utilizando-se a curva de magnetizacao de cada material determinam-se os valores das
permeabilidades para o valor de H estimado.

e (Calcula-se a relutancia total do circuito a partir da relutancia de cada trecho.
e Calcula-se entao o fluxo ¢ utilizando a equagao (4.43).
e Determina-se a inducao B a partir do fluxo através da se¢ao em cada trecho.

e Com os valores de B encontram-se os valores de H e p nas curvas de magnetizagao.
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e Volta-se ao terceiro passo e passos seguintes seguintes até que a variacao do fluxo fique
num intervalo de erro determinado.

As relutancias dos materiais ferromagnéticos sio normalmente da ordem de 103 vezes
menores que outros materiais de mesmas dimensoes de forma que, se tivermos dois caminhos
magnéticos em paralelo (ferro e ar por exemplo), a maior parte do fluxo se dard pelo
caminho ferromagnético. Assim, o circuito magnético representado a seguir (Fig 4.21) é
essencialmente idéntico ao anterior (Fig 4.20) desde que os materiais sejam ferromagnéticos.

Figura 4.21: Bobina toroidal com poucas espiras e diversos materiais do nucleo.

Apesar da bobina nao ter sido enrolada em toda a extensdo do torédide, as linhas de
B (ou H) permanecem concentradas no interior do material. O pouco fluxo que “escapa”
para o exterior do material magnético é conhecido como “fluxo disperso”.

Consideremos agora um circuito magnético que possua uma interrupgao, um “gap” ou
um entreferro de comprimento [, suposto, por hipétese, muito menor que o comprimento
l,, do ntcleo de material ferromagnético (Fig. 4.22).

Figura 4.22: Bobina toroidal com entreferro.

Teremos entao a partir da lei de Ampere:
Ni=Hyl, + Hele, supondo H,, e H constantes.

O fluxo é uma constante em qualquer segao, contudo na regido do entreferro ocorre um
espraiamento das linhas de B (ou H) de modo que esse fluxo deve ser calculado em uma
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area maior que a area do nucleo. Se o nucleo for de segao retangular com dimensoes a e b,
uma &drea aparente pode ser encontrada, empiricamente, com boa aproximagdo como

Ac=(a+1le)(b+ 1) (4.45)
de modo que
g Be_ 10
Ho Ho Ae
le ¢
cHle = ——. 4.46
Ho Ae ( )
Portanto,
o e @
Ni=——+4+ —— A=ab A, = le)(b+1e). 4.47
¢ MA+M0Ae7 ao, e=(a+tle)(b+1le) ( )
Exemplo 5
Um niicleo magnético fabricado em ferro fundido tem uma secio A, = 6,0 cm? e um

comprimento médio 0,3 m como mostrado na figura (Fig. 4.23) . O entreferro de 2 mm
tem uma &rea aparente A, = 6,88 cm?. Para uma f.m.m igual a 500 A determinemos o
fluxo ¢ no entreferro.

Facamos uma estimativa inicial dos valores das relutancias supondo == 10%1,.

le  2x107% 2,9
foAe o x 6,88 x 1074 T i
ln 0,3 0,5
A, 1030 X 6,0 x 10~ po

Esse resultado justifica considerar, inicialmente, que toda f.m.m esteja aplicada no
entreferro l
Ni=le®

_%Ae

- 2x107%¢
C 4r x 1077 x 6,88 x 104

Utilizemos esse valor de ¢ para determinar p no nicleo a partir do grafico,

500 o =2,16 x 107 W,

_ ¢ 2,16 x 1074
=21 107* —B,=-——=—— = T
o 16 > 1077 Wh " A, 6,0 x 104 0,36

B, =0,36T=— H, =900 A/m => = 4,0 x 10~* H/m.

Recalculemos ¢ com esse valor de p em (4.47)

P
500( 9 500 >¢>2

4rx10-7 4,0 x 10—4

500 = (2,3 x 10% + 1,25 x 10°) 5
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/,=2 mm

Ni=500A

M agnetizacdo do Ferro Fundido

0,9
\ \ \
0,8 ——y =-0,0015x* + 0,026x> - 0,1655x> + 0,5175x + 0,0013
—
__/———-‘_
0,7
0,6 /
g N //
0,4 o/
0.3 //
0,2 /
0,1
0
0 1 2 3 4 5 6
H (kA / m)

Figura 4.23: Bobina toroidal com entreferro e curva de magnetizagao do Ferro Fundido.

S e~ 1,41 x107* Wb = B,, =0,235 T

para
B, =0,235T = H, =525 A/m = p = 4,47 x 107*H/m.

Recalculemos ¢

, 500
_ 6 R ;
500 = <2,3><10 + Tax 10_4>¢5

3 =1,4Tx107* =B, =0,245T

para
B, =0,245 T = H, =550 A/m = y = 4,46 x 10~ *H/m.

Recalculemos ¢

500
—(2,3x106+ — 2
500 (,3>< 0+4746X10_4)¢4

c s =1,4Tx107*Wb = B, = 0,245 T
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S =1,47T%x10"* Wb
B, =0,245T.

Exemplo 6

Um circuito magnético toroidal cuja secdo transversal possui uma drea de 3,0 cm? é com-
posto de um setor circular de 90° de ferro fundido e um setor de ago fundido onde existe
uma bobina de fio circulando uma corrente igual a 4,0 A, figura (Fig. 4.24). O raio médio
do toroide vale 15,0 cm. Determinemos a quantidade de espiras da bobina de modo que a
inducao magnética no ferro fundido seja B = 0,30 T.

Aco Fundido Ferro Fundido

Figura 4.24: Bobina toroidal composta de Ago Fundido e Ferro Fundido.

Magnetizacio Aco Fundido (H: 0-500A/m)

0,9
| T

0,8 y = 17,461x* - 27,333x> + 12,583x” - 0,0084x + 0,0192 /
1

0,7

0,6 //

0,5 /
’ ~

B(T)
AN

03 =

0,2 //
| e

0,1 ~

/

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 0,5
H (kA / m)

Figura 4.25: Curva de Magnetizagao do Ago Fundido.
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O fluxo é constante e vale ¢p = B.A=0,3x3,0x 1074 =0,9 x 107* Wh.

O comprimento médio do setor 270°: Iy =3/4 x 2rR=3/2 x m x 0,15 =0, 707 m.

O comprimento médio do setor 90°: l; = 1/4 x 27 R = 0,236 m.

Pela curva B — H para o ferro fundido, para B; = 0,30 T=— H; = 720 A/m.

O valor de B no aco fundido devera ser o mesmo do ferro fundido pois a secao é constante.

Pela curva B — H para ago fundido (Fig. 4.25), para By = 0,30 T— Hs ~ 185 A/m.
Entao

f-m.m = Ni= Hqly + Hslo

720 x 0,236 + 185 x 0,707

N
4,0

/2 79,1 espiras.

Exemplo 7

O circuito magnético da figura (Fig. 4.26) é fabricado em ferro fundido com comprimento
médio [,, = 0,20 m, secao quadrada de 3,0 cm x 3,0 cm e um entreferro de comprimento
le = 2,0 mm. Determinemos a corrente que deve circular pelo enrolamento de 600 espiras
para produzir um fluxo de 0,12 mW}, no entreferro.

Figura 4.26: Circuito magnético de Ferro Fundido com entreferro.

Temos
Ni=H,l, + H...

Como o fluxo é constante, a indugao magnética serd

6 0,121073
By=-2 =227 _(133T.
A, 90x10-% 133
Pela curva B — H (Fig. 4.23) = H,, =290 A/m oo Hyl, =290 x 0,20 = 58 A.
No entreferro

A, = (0,034 0,002) x (0,034 0,002) = 1,02 x 1073 m?

¢ 0,12x1073 B, 0,117

Be=—=-"1""—__=0,117T SH =—=—_—"—_
A, 1,02x 1073 7 © o 4w x 107

=9,31 x 104

H,=9,31x10* A/m L H., =186 A
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logo
. 186 + 58
1= —

600

Curvas de magnetizacdo para outros materiais podem ser encontradas no apéndice A
com os respectivos polinomios interpoladores. Na maioria dos materiais as curvas estao
separadas por trechos, para garantir um bom ajuste dos polinémios.

~ 0,41 A.



Capitulo 5

Campos magnéticos e elétricos
variaveis no tempo

Nos itens anteriores tratamos dos campos estaciondrios, a eletrostatica e a magnetostatica.
Estudemos agora os campos varidveis no tempo e algumas consequéncias importantes de-
vidas a essas variagoes.

5.1 A lei de Faraday

E mais uma lei experimental independente (ndo pode ser demonstrada a partir de outras
leis) descoberta por Faraday em Londres e Henry em Albany separadamente, por volta de
1831, relacionando a variagao do fluxo da indugao magnética no tempo e o campo elétrico
induzido.

Consideremos um caminho fechado C' que pode ser, inclusive, um circuito resistivo que
esteja sendo atravessado por uma indugao magnética, B, dando origem a um fluxo ¢ por
uma superficie S apoiada nesse caminho (Fig. 5.1).

Figura 5.1: Fluxo da indugao magnética.

¢B=/B-ﬁds
S

123
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Esse fluxo poderd variar no tempo caso B varie no tempo, caso a geometria esteja
variando no tempo ou ambos simultaneamente.

A lei de Faraday afirma que a variagao do fluxo no tempo déa origem a um campo elétrico
induzido tal que a integral desse campo ao longo do caminho (integral de linha) ou “forca
eletromotriz induzida”é diretamente proporcional a taxa de variagao do fluxo da indugao
magnética B no tempo, com uma constante de proporcionalidade igual a -1 no sistema S1.

}{Emd-dl :-1(/B-ﬁds) (5.1)
dt \ Jg
C

Notar que o caminho C' e a normal 1 sdo associados pela regra da mao direita.
Mais simplesmente,
dos

dt -

A presenca de tal campo elétrico induzido pode ser evidenciada em um circuito resistivo
pelo aparecimento de uma corrente induzida que devera satisfazer a lei de Ohm. Somos
obrigados a concluir a existéncia de um campo induzido que dé origem a f.e.m.

Observe que o campo elétrico induzido nao é conservativo uma vez que a integral de
linha fechada nao é nula.

Consideremos, inicialmente, que a variagao de fluxo seja devido apenas a variacao da
indug¢ao B no tempo, sendo o circuito rigido e estaciondrio. Nesse caso, a derivacao pode
ser posta como:

€ind = — (5.2)

0B A
E;ng-dl =— — - nd.
f ind o ot nas
o}
ou aplicando o T. de Stokes
0B
/rotEmd-rAlds = — —-f\lds7 VS
s s Ot
0B
- PO Rind ot
ou
0B
tE = — — 5.3
ro o (5.3)

uma vez que, se houver componente eletrostatica,
rotE s, = 0.

Considere agora que o circuito se movimente sendo o circuito feito de material condutor.
Uma carga elétrica ¢ desse condutor que possua uma velocidade V estard sujeita a uma
forca dada pela equacdo (4.4) F = ¢V x B. Podemos definir um campo elétrico (nao
eletrostético) como

F
ina = — =V xB.
q
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Integrando esse campo ao longo do circuito teremos a f.e.m. associada a movimentagao
do circuito com a consequente variacao do fluxo de B no tempo

?{E;nd-dl :]{ (V x B) -dlL

C C

Essa f.e.m é conhecida como f.e.m induzida de movimento e nao estd associada a
variacao da inducao magnética B no tempo.

Como a variagao do fluxo no tempo possui essas duas contribuicoes, a f.e.m. induzida
total serd a soma das duas anteriores, ou seja

5:7{Emd~dl+7{Egnd~d1:y{(V><B)odlf %—?~7Alds. (5.4)
S
C C

A f.eem de movimento esta presente na maioria dos equipamentos onde existe movi-
mentacao de fios em campo de indugao magnética (geradores, motores etc.) enquanto que
a f.e.m devido a variagao de B é a que existe nos transformadores e em alguns motores e
alternadores.

Exemplol

Aquecimento por indugao.

Uma espira de fio resistivo possui 40 cm? de drea e uma resiténcia de 10 2. Uma inducio
magnética B uniforme no espaco e perpendicular ao plano da espira varia senoidalmente
no tempo com amplitude By = 1,2 T. Determinar a frequéncia da inducao B para que a
poténcia média dissipada na espira seja igual a 100 W.

Nesse exemplo, a espira é fixa e a indugao B varia no tempo produzindo um fluxo
variavel

B = Bpsenwt

¢ = / B-nds =B A, pois B é paralelo a neé uniforme,
s

¢ =By Asenwt = ¢gsenwt, ¢pg=B A

d
E:fd—f:fBo A wcoswt = —gg coswt.
A poténcia média é dada por
2
€ €
ef 0
<P>= =2 =—
R V2
_ (BoAw)? . _ (BoA2rf)?
<P>= °R <P >= 5R

 V2R<P>=DBy A2rf

V2R < P > ;e V2% 10 x 100
By A 27 0 1,2x40 x 104 x 27

= ~ 1483Hz.
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Poderiamos ter calculado a f.e.m diretamente de
0B

VAN
€= — -nds, B = Bgsen wt
g Ot ’

€= —/ Bowcoswt . nds = — BowA coswt, Bg paralelo a n.
s

Exemplo2

Determine a f.e.m induzida num fio reto que se move perpendicularmente a um campo
uniforme B (constante no tempo e no espago) com uma velocidade V' como mostra a figura
(Fig. 5.2). O campo estd restrito ao raio R das pegas polares de um ima circular.

Figura 5.2: Fio em movimento em um campo de inducao magnética.

Nesse caso, B é constante no tempo, podemos calcular a f.e.m a partir da taxa de
variagao do fluxo pela drea “varrida”pelo fio no interior do circulo ou diretamente pela
expressao

2
€= 7{ (VxB) -dl = /(V x B) -dl, pois, fora desse trecho, B = 0.
1

c
Mas V x B é paralelo a dl além de V ser perpendicular a B. Entao

E =

»—A\w

2
VBdl = VB/dl = VBI.
1

Porém,
l l
(5)2 + r2=R? -, (5)2 =R*—¢? - 1=2VR?2—1r2

Sendo assim,

e =2VBvVR? -2

5.2 Indutancia e Lei de Faraday

Vimos anteriormente que a indutancia L de um circuito mede a variagao do fluxo da indugao
magnética nesse circuito com relagao a variagao na corrente que o originou.
dop

L=N="E
di
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sendo ¢p o fluxo por espira do circuito e N o nimero de espiras.
Agora, a Lei de Faraday permitird encontrar uma relacdo entre a f.e.m nesse circuito e
a taxa de variacao da corrente no tempo. Da Lei de Faraday

_ dés  dop di
=Ny =N a
ou Ji
1
- 5.5
£ o (5.5)

Assim, uma variagao da corrente no tempo induz uma f.e.m. ou mesmo, uma f.e.m.
aplicada provoca uma variagao na corrente.

Essa expressao sugere uma outra unidade para a induténcia, volt s/ampére ou Henry.

Em circuitos onde existem indutores préximos e magneticamente acoplados dando ori-
gem a indutancia miatua M, a f.e.m. em um dos indutores dependerd das variagoes das
correntes em ambos como veremos:

Considere dois indutores magneticamente acoplados (Fig. 5.3):

N, espiras N, espiras

{ B

Figura 5.3: Indutores magneticamente acolplados.

O fluxo total por espira no indutor 1 tera duas contribuicoes, uma devida a corrente que
passa por ele e outra devida a corrente que passa pelo outro indutor

$1 = 11 + P12
¢11 fluxo em 1 devido & iy
¢12 fluxo em 1 devido & i
dér d do11 doi2
=— N — =—N,— =—N — N
€1 [ 1 (p11 + h12) L L
don diy dpro dig
) _ LN dig
g Van dt Vi, dt
diq dio d¢12
: =—Li— —-M— M =N ) .
. €1 1 dt di s 1 d22 (5 6)
Do mesmo modo
dis diq dpo1
=— Ly, —2 —M— M = N . ,
€2 2 a 2 dis (5.7)

Veja que, em ambos os casos, a f.e.m. em um indutor depende do que se passa nesse e
no outro indutor.
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5.3 O transformador

Tomemos dois circuitos magneticamente acoplados, ou seja, com indutancia mitua M (Fig.
5.4). Das equacoes (5.6) e (5.7) temos
diq dis
=—L — — M —
°1 Yt dt
dio diq
=—Lo — — M —.
©2 2t dt

N, espiras N, espiras

{ B

<« <«
€ €

Figura 5.4: Tensoes em indutores magneticamente acolplados.

Encontraremos apés eliminarmos diy /dt que

(MQ_LILQ) dig M
gg=|—7"=

L @t L

onde verificamos que a tensdo induzida 2 depende da tensdo e; (considerada aqui como
tensdo primdria) e da derivada da corrente i3. Observemos que, se os circuitos forem
perfeitamente acoplados, pela equagao (4.26),

M = K+\/LiLy com K =1

portanto,
M? — LiLy =0.

M _ = 68
€9 = L1 €1 ou Eg9 = L1 €1 .

ou seja, quando a acoplamento magnético é perfeito (ndo existe fluxo disperso), a relagao
entre as tensoes nas duas bobinas ou enrolamentos depende apenas da relacao entre as
indutancias. Como as indutancias sao proporcionais aos quadrados dos ntimeros de espiras
dos seus respectivos enrolamentos, L o N2, teremos

Sendo assim,

g2=""¢1 (5.9)

Um transformador ideal é um dispositivo que permite transformar tensées de acordo
com essa equagao. Transformadores reais podem ser construidos com caracteristicas muito
préximas do transformador ideal e essa equacao é amplamente utilizada.
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5.4 A energia associada a indugao magnética

O estabalecimento da indu¢ao B em um circuito e a consequente formagao de um fluxo
magnético envolve uma variagao no tempo acompanhada de uma f.e.m de acordo com a Lei
de Faraday. Um dq de carga que atravesse o circuito armazenara no campo uma energia

dw:—edq:%dq

codw=1idop (5.10)

Para circuitos rigidos em meios lineares, a variagao do fluxo é devida a variagao da
inducao B e esta indugao é uma funcao linear da corrente de modo que o fluxo também
serd. Ou seja, supondo que nao exista fluxo remanente,

op=L1 . dop = L di.

Entao
dw = Lidi.

A energia do campo quando a corrente é levada de zero a um valor ¢ serd entao

w i
/dw:L/i'di'
0 0

. .
w=rL = 28 5.11

N}

<

o]
IS

sendo ¢p o fluxo por espira.
Consideremos um toroide preenchido com material magnético linear. Da eq. (4.22)

2
L%'uN
2R
A = area da secao, R = raio médio
e
N .. _27RB
- 27R N

Da eq. (5.11) teremos entao

1 uN?A (2zRB\? 1 B2 1

onde V ¢é o volume do toréide.
Assim, a energia por unidade de volume wg, ou densidade de energia, serd dada por

1
sziBH. (5.12)
Pode-se mostrar que, no caso geral, teremos

1
wp = B-H. (5.13)
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5.5 Os efeitos da tensao alternada nos materiais ferro-
magnéticos

Suponhamos que uma bobina toroidal com nitcleo ferromagnético seja conectada a uma
fonte de tensao alternada senoidal € = ¢¢ senwt (Fig. 5.5).

N espiras

Figura 5.5: Tensao alternada aplicada a um indutor toriodal.

Pela Lei de Faraday

dép
=—- N —
c dt
segue que
€
dB = ¢o cos (wt +¢), o = —O, ¢’ = cte.
wN

Logo, o fluxo também é alternado. O valor constante ¢’ pode ser devido a uma magne-
tizagdo permanente do nicleo ou mesmo um fluxo constante produzido por uma corrente
continua em um outro enrolamento. Consideremos, inicialmente, que o fluxo constante seja
nulo.

€0 €0
=ByA=— . By = :
w=bd=7% PN

Vemos, portanto, que o fluxo maximo e a indugao magnética maxima ficam determinados
pela tensao méxima. A intensidade magnética H e a corrente i serao determinados a partir
da curva de magnetizagao. € e B sao causas, ¢ ¢ H sao consequéncias.

Como o material ferromagnético é fortemente nao linear e possui histerese, a variagao
de H e a variacao da corrente i nao serao senoidais, serao muito distorcidas.

A induténcia

(5.14)

d¢
L=N%
di
nao sera constante (Fig. 5.6), pois,
l Ni
dd = AdB e di = — dH, j4 que H = —"
N l
AdB A dB
. L=N—— - L=N>= —, 5.15
I/N dH I dH (5.15)

observe que dB/dH varia ao longo da curva.
Pode-se definir uma indutancia média a partir de

A (dB dB B
Lm - N2 r e 7 = X max
e ! (dH) med 7 (dH)med i ma



Eletromagnetismo Classico Essencial 131

B (T)

/

Figura 5.6: Indutancia variavel ao longo da curva de histerese.

A
Lieq = N? T 1B max- (5.16)

Considere agora a existéncia de um fluxo constante superposto a um fluxo varidvel de
pequena amplitude.

O valor constante estabelecera um ponto de trabalho na curva B — H enquanto que a
parte varidvel produzird um pequeno ciclo de histerese (Fig.5.7).

B (T)

/ - AB
] (i
AH
°/ H (A/m)

Figura 5.7: Indutancia média para pequenas variacoes sobre a curva de histerese.

Uma permeabilidade incremental pode ser definida

AB

Mine = N permeabilidade incremental.

A
Limed = N2 7 Hinc- (517)

Modificando o valor do fluxo constante podemos modificar o ponto de operagao e con-
sequentemente o valor da indutancia.
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5.6 A lei de Ampere generalizada

Vimos no item 4.3 que a expressao do potencial vetorial para B juntamente com a condi¢ao

de regime estacionério divJ = 0 resultava na lei de ampere, equagdo (4.11), rotB = poJ.
Nos meios magnéticos lineares essa equagao toma a forma

B
rot — = J, o rotH = J. (5.18)
I

Desejamos agora estender essa equagao para o caso nao estacionario onde
0
divd #0 ou a—/t);é().

Se aplicarmos o divergente em (5.18) obteremos

div rotH = divJ

ou 6
__9r
0= ot

que contradiz nosso pressuposto.
Para corrigir esse fato, adicionamos um vetor Jp ao vetor J de forma tornar consistente

com o pressuposto inicial.
rotH=Jp +J

o 0= divd + divd p

como 9
. P
div) = ——
v o
teremos 5
. 4
divJp = —.
D=
Mas p = divD
) 0 ( divD)
dinJp = ——=
- 09D ot
. .0
dZ'UJD = d’l?}ﬁ.
Uma solugao possivel é
oD
Jp=— 5.19
b= (5.19)
e assim 9D

conhecida como lei de Ampere generalizada na forma diferencial.
O termo
oD
ot

é chamado de densidade de “corrente de deslocamento”.
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Integrando (5.20) em uma superficie S e usando o Teorema de Stokes teremos

/I‘OtH~ﬁdS:/J~ﬁdS+ a—DrAlds
s s s Ot

]{H-dlzi+/a—D-ﬁds, (5.21)
s Ot
C

conhecida como a forma integral da lei de Ampere generalizada.

5.7 Dielétricos na presenca de campos variaveis no tem-
po

Os dielétricos, por defini¢do, sdo meios que nao permitem a existéncia de correntes (movi-
mentagdo de cargas livres). Contudo, quando sujeito a campos alternados, as variagoes do
vetor D no tempo (D = ¢oE + P) dao origem a correntes de deslocamento que contribuem
para as eq. (5.20) ou (5.21).

Podemos evidenciar esse efeito supondo que as variagoes nos campos sejam harmonicas
no tempo. As equagOes para os campos sao lineares, de forma que podemos considera-las
como equagoes em variaveis complexas para facilitar a dlgebra, sabendo que os vetores que
tem realidade fisica sao as partes reais e imaginarias do vetor complexo.

Assim, a equagao (5.20) serd escrita como:

rotH = J + %—]t) (5.22)

onde _ _ _
H = Re{H}, J=Re{J} e D= Re{D},

ou entao _ _ _
H = Img{H}, J=1Img{J} e D =Img{D}.

Quando um dielétrico estd na presenga de um campo oscilante, verifica-se experimen-
talmente que a polarizacao P oscila, em geral, defasada do campo oscilante E. Isso faz com
que o vetor D seja defasado do vetor E de modo que a permissividade elétrica ¢ torna-se
um ntumero complexo
D=¢E ¢&=¢—j" (5.23)

O sinal negativo é apenas uma questao de coveniéncia como veremos a seguir. Em geral,
€ é uma funcédo da frequéncia, &’ = &'(w) e e” = &"(w).

Suponhamos que o meio material seja caracterizado pela condutividade g e pela permis-
sividade complexa &.

O campo elétrico oscilante serd escrito como

E = E()@Jwt.

Como
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a eq. (5.22) torna-se

o(¢B)
ot

~.rotH = gE + jw (¢' — je")E

rotﬁ:gﬁ+ :gE+jw§E
s.rotH = (g +we”) E + jwe' E. (5.24)
Definimos entao uma condutividade equivalente g’ como
g =g+we. (5.25)

Definimos também uma densidade de corrente complexa total jmml e uma condutividade
complexa g como

Jiotal = (¢’ + jwe')E (5.26)
e
g= (9" +jwe’), (5.27)
de modo que L
rotH = Jiotal. (528)

A representacao da amplitude complexa de jtotal no plano complexo (Fig. 5.8) é

Img

JOEE, [ ‘

N
7z

g’Eo Re

Figura 5.8: Representagao da densidade de corrente total complexa.

Podemos escrever _ o o
Jiotal = (¢ + jwe') Bge?®" = Jyoe!™".
Define-se o fator de poténcia do dielétrico como

/

9

FP=cosf= —F (5.29)
/42 + w2e’?
Se ¢’ << we’ teremos
/
cos =~ % = tan-vy (5.30)

conhecida como “tangente de perda”.
A poténcia por unidade de volume dissipada pelo meio pode ser determinada a partir
da poténcia dissipada em uma impedéancia representativa do meio submetida a uma fonte
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/
A
O—
—> i)
v(f)

Figura 5.9: Impedancia de forma cilindrica representativa do meio dielétrico.

de tensao senoidal. No regime permanente, a corrente que atravessa a impedancia (Fig.
5.9) esta defasada com relagdo & tensao

P=w(t) i(t) = v sen (wt) ip sen (wt + @).

A poténcia média em um periodo é dada por

= COS () = Veflof COS @
2 V22
onde o indice ef signinifica valor eficaz.
Se considerarmos que o meio é isotrépico e homogéneo, o campo elétrico e a densidade
de corrente sao facilmente associados com as varidveis macroscopicas tensao e corrente
v=~FElei=JA
ou
Vo = Eol (§ io = JtOA

e a diferenca de fase entre a corrente e a tensao corresponde a diferenca de fase entre a
densidade de corrente e o campo, cos ¢ = cos¥.

A potencia média serd entao

Ey J
< P>= 02 9 A1 coso.

Substituindo os valores de Ey e cosf teremos

’ 7 7 1/2
Al 2 YT 2

< P> , B2 , Eo Ey

A =975 fgﬁﬁfg ef

A potencia média por unidade de volume vale entao

< P> P
=g EZ.
% g ef

(5.31)
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Observe que, mesmo que o meio seja totalmente dielétrico (g = 0), pela eq. (5.27),
g = g+w &” teremos g’ = w £” e haverd poténcia dissipada pelo dielétrico na forma de calor
devido & movimentacgao das cargas de polarizagao. Esse fenomeno é utilizado nas maquinas
de soldagem de plasticos por radiofreqiiéncia onde o calor produzido é suficiente para fundir
o pléstico. E também o fendmeno responsavel pela perda de energia na forma de calor nos
isolantes que separam os condutores nos cabos coaxiais operando em radiofreqiiéncias.

5.8 As equagoes de Maxwell e as condicoes de contorno

Podemos agora sintetizar as equagoes que relacionam os vetores E, B, D e H para os campos
variaveis no tempo, as chamadas equagoes de Maxwell, e as equagodes que relacionam os
vetores e as propriedades do meio, as chamadas equagoes constitutivas.

divD = p, D =c¢E (5.32)
divH = 0, B=uH (5.33)
0B
tE = —— 5.34
ro o (5.34)
oD
A expressao do rotE permite ainda escrevermos uma relagdo importante:
0B
tE = ——
ro o
mas
B =rotA, A é potencial vetorial
. rotE = _arotA = —rot%
' ot ot
0A
~rot |[E+ — | =0.
ro ( + ot )
Logo
A
E + aa_t = grado.
No caso estatico, sabemos que
E = —gradV
© A
— =0.
ot

Portanto, podemos escrever

E + (98_? = —gradV
OA
.. E=—gradV — T (5.36)

ou seja, o campo elétrico tem uma componente estatica e uma componente proveniente de
uma variagao no tempo.
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5.8.1 A teoria dos campos e teoria dos circuitos

Consideremos um circuito que possua fontes, capacitores, resistores e indutores, todos em
série. O campo elétrico E;ptq; em um ponto do circuito terd uma contribuicao devido as
fontes de f.e.m. (geradores, baterias, etc.) e uma contribui¢ao devido as cargas e as correntes
varidveis no tempo.

Etotal = E* + E, S Ef = Eiotal — E.

Notando que

J 0A
Eiptai=— ¢ E=—gradV — —
g ot

e integrando ao longo do circuito teremos

A
}{E*-dlz%i-dl—&—}{gradV-dH-?{a—-dl.
c cdg c c ot

Contudo,
oA p-4d fA-dlzi/ rotA-ﬁds:i/ B - nds
o Ot dt Jo dt dt
s s
> A di
?{ —-dl= L—Z, L = induténcia do circuito.

o Ot dt

3.

7{ gradV - dl = 7{ —Eest. - dl.
c c

Se o campo estético estiver confinado apenas em uma regiao do espago (num capacitor
de placas paralelas) teremos

Dest. Qd Q

7Ees.'d1:Ees d:—d:—:—

J t ' e Az~ ©
C

onde C = ¢é a capacitancia do circuito e Q = [ idt.

4.
J l l
7{ —~d1:i:JA—:Ri
c9 g gA
R = resisténcia do circuito.
5.
7{ E*-dl=¢
c
¢é a f.e.m do gerador.
Entao

1 di
=Ri+ — [ idt+ L—
e=Ri+ C/Z + P

que ¢é a equagao de uma malha RLC em série.
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5.9 As condigoes de contorno

As equacoes de Maxwell na forma diferencial expressam as relagoes existentes entre os veto-
res E, D, H e B nos pontos interiores a um meio cujas propriedades variem continuamente.
Na interface entre dois meios as propriedades dos mesmos podem variar abruptamente
causando descontinuidade nos campos nessa transicdo. A forma diferencial das equagoes
de Maxwell é, portanto, inadequada nessas situagoes uma vez que as mesmas envolvem
derivadas espaciais.

A utilizagao da foram integral nas interface entre esses dois meios permite-nos determinar
como os campos variam ao passarem de um meio para o outro.

Consideremos dois meios caracterizados por €1, 1, g1, €2, fo € g2 respectivamente. Uma
pequena regiao na interface entre esses dois meios pode ser tomada como plana. Tomemos
um caminho retangular infinitensinal com lados paralelos e perpendiculares ao plano con-
forme a figura (Fig. 5.10).

Al R

h

&yt &  Ab2T a2 "
A
€, Uiy & ﬁ 1

Figura 5.10: Caminho de integracao na interface entre dois meios dielétricos.

Da equagao de Maxwell correspondente a lei de Faraday (5.1)

}{E-dlz—i /B-nds
dt
c s

aplicada a esse caminho, no limite em que Al e Ah — 0 mantendo a superficie de descon-
tinuidade entre os lados paralelos & mesma e supondo que B sejam sempre finito teremos:

Ah Ah Ah Ah
2 2 2 2
Ou seja,
E, - Al; + E; - Al; = 0.
Contudo,

Al = —Al, = Al

ou
Eq|| = E2f], (5.37)

as componentes tangenciais de E sao continuas na interface.
De modo semelhante, utilizemos o mesmo caminho de integragao para avaliar a equagao
de Maxwell correspondente & lei de Ampere generalizada equagao (5.18).
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oD, &
C

S

Teremos entao
h h h h
H1A11+H1A§+H2A§+H2A12—H2A§—H1A§:

0Dy, A, Ah 0Dy, A AR
(J1+W)-HAZT+(J2+7)'HAZT (5.38)

Supondo que a densidade de corrente J e a variagao temporal de D sejam finitas teremos
na situagéo limite Al — 0 e Ah — 0 que

H; Al +Hy - Al =0, Al; = —Aly = Al

Em situacoes envolvendo bons condutores e campos alternados pode ocorrer a existéncia
de uma corrente em uma camada bastante fina na interface, sendo coveniente definir uma
densidade de corrente superficial js tal que

/J-ﬁds:/js-dl.

S C

Sendo assim, o termo
J-nAIAR

torna-se

je-nAlL I = ish.
Observe que para js ser finito deveremos ter J infinito (podemos imaginar uma situagao
limite).
Nesse caso, a equagao (5.38) toma a forma

H Al - H, - Al = j, - hAl

o (Hy — Hy) - Al = js - hAl
ou
N A
(Hy — Hy) - All = js - nAl

AN A AN A
Observando as direcoes de 1, h e n temos que 1 = h x n.
Entao
A A
(H1H2)-(hxﬁ)js-ﬁ ,',((Hng)xh)~ﬁjs~ﬁ\.

Como n é arbitrario, desde que seja paralelo & superficie, deveremos ter

A

(Hl — HQ) X h= js (540)
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A
n, AS
€ Ky & Ah F{%

_|_
€ M & J_

Figura 5.11: Volume infinitesimal na interface entre dois meios dielétricos.

ou seja, a descontinuidade na componente tangencial de H vale js.

Tomemos agora uma superficie cilindrica infinitensinal na interface entre os dois meios
conforme a figura (Fig. 5.11).

A aplicacdo da eq. de maxwell correspondente a lei de Gauss para a indugdo magnética

B equacao (4.14)
?{ B.an.ds = 0

S

nos leva a
B, - ﬁl As+ B - ﬁgAs + fluxo pela superficie lateral do cilindro = 0.

Para um cilindro de altura infinitesimal, Ah — 0 e para valores finitos de B, teremos

. . A A A
que o fluxo lateral tende a zero e as duas normais podem ser escritas como n; = —n, = n.
Entao N N

Ou seja, as componentes normais da indugao B serao continuas na passagem de um meio
para o outro.
Aplicando agora a equacao de Maxwell correspondente a lei de Gauss para D, equagao

(2.60),
j{D ‘nds = /pdv
s

v
teremos, de modo semelhante,

D;- 1/’\11 As+ Dy - rAlgAs + fluxo lateral = pAsAh.

Para valores finitos de D e p (ou seja, a densidade volumétrica de carga nao degenera
em densidade superficial) teremos que, no limite Ah — 0,

Ou seja, a componente normal de D é continua na passagem de um meio para o outro.
No caso de um dos meios ser um metal, a carga elétrica deverd estar na superficie
formando uma densidade superficial de cargas o tal que

g

= &R
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e, na situacao limite em que Ah — 0 e p — oo, teremos
limap—opAh = o.

Supondo que a carga superficial se mantenha entre as duas “tampas”do cilindro enquanto
a altura tende a zero teremos que

D1 -ﬁAS—DQ-ﬁAS:UAS

. D1y, — Day, = 0. (5.43)

Em outras palavras, a descontinuidade na componente normal de D na passagem de um
meio para o outro é a densidade superficial de cargas.

Para condutores metdlicos, o campo elétrico no interior é muito pequeno tornando-se
zero para condutores perfeitos, de modo que D = ¢E é praticamente zero no interior desse
condutor (digamos, o meio 2). Portanto, se Da,, = 0 teremos D1, = 0.

Resumo
1. A componente tangencial de E é continua na transicao.

2. A componente tangencial de H é continua na transicao excetuando o caso de condu-
tor perfeito onde pode haver uma densidade de corrente superficial que serd igual a
descontinuidade da componente tangencial de H.

3. A componente normal de B é continua na transigao.

4. A descontinuidade na componente normal de D é a densidade superficial de cargas,
se esta existir.
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Capitulo 6

A onda eletromagnética

As equacoes de Maxwell sintetizam as propriedades dos vetores dos campos relacionando-
os entre si e com suas respectivas fontes. Uma constatacao importante é que a variacao
temporal de um dos vetores do campo estd relacionada com a variagao espacial de outro
vetor do campo e vice-versa. Esse fato sugere a possibilidade da existéncia simultanea e auto-
sustentada dos vetores do campo, a chamada onda eletromagnética, como demonstraremos
a seguir. Observe que nao estamos falando da geragao inicial dos vetores dos campos, o
problema da radiagao, mas assim da manutencao destes vetores apds terem sido gerados.
Estudaremos o problema da radiagao em um capitulo posterior.

6.1 A equacao diferencial da onda eletromagnética

Temos as equagoes de Maxwell e as equagoes materias para os meios lineares, isotrépicos e
homogéneos (equagdes constitutivas) dadas pelas equagoes (5.27),

divD =p, D=c¢E (6.1)
divB =0, B=uH (6.2)
0B
tE = ——— 6.3
ro T (6.3)
oD

com €, 4 e g constantes.
Consideremos, inicialmente, a situacao simples e importante do espaco livre de cargas e
correntes de condugdo. As equagoes (6.1) a (6.4) tomarao a forma:

divD = 0, D=c¢E (6.5)
divB=0, B=uH (6.6)
OB
tE = —— 6.7
ro o (6.7)
oD
rotH = 5 J =0 poisg=0. (6.8)

143
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O véacuo é um caso particular em que € = €g e u = .
Tomando o rotacional do rotacional de E teremos

rot rotE = rot <8—B>

ot
mas
rot rotE = grad divE — V°E
entao
grad divE — V°E = rot (_68_]?) .

Por outro lado,

divE = %dz‘vD =0

e o rotacional, que é composto por derivadas espaciais, pode permutar a ordem com a
derivada temporal ficando, entao,

~V’E = f% (rotB)

e oD OE
rotB = /ﬂ‘OtH = ME = /LEE
Entao 5 OF
2
E= 2~ -
VE=5 (“ © at)
O’E
21
De modo semelhante, tomando o rotacional do rotacional de H chegaremos a
0*H
V*H = pe——-. 6.10
welx (6.10)

Ou seja, tanto E quanto H deverao satisfazer essas equagoes diferenciais vetoriais, signifi-
cando que, as fungoes que descrevem o comportamento espago-temporal destes dois vetores,
quando substituidos nessas duas equagoes diferenciais, devem reduzi-la a uma identidade.

Essas duas equagoes sao conhecidas como equagoes diferenciais vetoriais de onda. Cada
equacgao é desmembrada em trés equagoes diferenciais escalares para cada componente do
campo. Assim,

0’E,
V2E, = ue at; (6.11)

O*E

2 _ Y

V°E, = ue 92

O’E

2 z

V*E, = ue 52

‘ 9*H
V2H, = pe——- (6.12)

ot?
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0’H,
2
V*H, = pe 8t2y
O0’H.
2 - z
V°H, = ue 52

Essas equagOes possuem a mesma forma das equagoes para as ondas mecanicas ordi-
narias (onda na corda, onda sonora, etc), dai vem a certeza que os vetores do campo
eletromagnético possam propagar suas perturbacoes na forma de uma onda, a onda eletro-
magnética.

6.1.1 Solucgoes da equacao de onda

Cada componente dos vetores do campo obedece a uma equacgao diferencial escalar genérica

do tipo

1 9%

02 Ot?

onde pue foi convenientemente substituido por 1/v2.
Dentre as muitas solugoes possiveis para essa equacao destaca-se a solugao onda plana.

Tal solucao é da forma

Vi = (6.13)

6= 6K -1.1) (6.14)

A
sendo r o vetor posicao e K a normal unitaria a um plano, cuja equagao é dada por

A
K- -r = cte. Para um determinado instante de tempo, ¢, os pontos deste plano sao tais que
a funcdo ¢ é uma constante, ¢ = ¢ (cte, cte).

Em outras palavras, a funcao ¢ é constante em todos os pontos do plano perpendicular

A
ao vetor K para cada instante de tempo, t.
A equagdo (6.13) nas varidveis espaciais x, y e z pode ser reescrita em fungdo de uma

A
Unica variavel espacial por uma mudanga conveniente do sistema de referéncia. Como K-r é

A A
a projecao de r na direcao de K, introduziremos a nova variavel p tal que p = K -r. Sendo
assim, ¢ = ¢(p,t) serd a equagdo da onda plana.

Com K. K K
A
. — xr Yy z
p=K-r=—z+—y+ —=2

A
sendo K, /K,K,/K e K,/K os cossenos diretores do vetor K = K K.
As derivadas com relacdo as varidveis x,y e z serdo dadas por:

90 0009 00K, 920 _9*()K:

Or Op Oz

op K' = 0x? op? K?
90 _ 00 _00K, 90 _0K;
Ay Op 0y Op K’ ° 0y? op? K2
90 _900dp 00K,  9*() _9*(K?

9z  Op o, op K 0822  0p® K2
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Portanto, o laplaceano serd dado por

2 —_ —_ —_
V(’bi 2t + K2 K2 op?’

a%;s P9 0% P9 K2 K; K2\ 9%
Oy> 82278])

Logo, a equagao de onda toma a forma unidimensional

0? 1 02
¢ _1099 (6.15)
op? w2 ot?
cujas solugoes sao quaisquer fungoes de p + vt que sejam derivaveis, pelo menos, até 2¢
ordem com relacao a p e t.

A solugao geral serd, portanto, a superposicao dessas fungoes

p=0¢1(p—vt)+¢2(ptuot),  ¢1 e d2 quaisquer,
ou mesmao,
6= 1(K -1 —vt) + go(K - v+ vt). (6.16)

Raciocinemos apenas com a funcao ¢;. Como o argumento de ¢1, é p — vt, para que a
funcao ¢; matenha o seu valor fixo, deveremos ter p — vt = cte, .". p = vt + cte ou seja, a
variavel espacial p deve crescer linearmente no tempo, a medida que este cresce, com uma
velocidade v. Podemos dizer, portanto, que a funcao ¢; propaga com uma velocidade v na
direcao do crecimento de p.

De modo semelhante, a fungao ¢s propaga com uma velocidade v na direcao do decres-
cimento de p.

Nota: Estamos considerando que o tempo ¢ seja sempre crescente!

Como

1
2 HE

teremos
1

v=t——, (6.17)
HE
mostrando que a velocidade de propagacao da onda plana depende das propriedades do
meio caracterizado por p e €. A velocidade v é conhecida como velocidade de fase da onda.
Outra solucao importante da equagao de onda equacdo (6.13) é a solugdo na forma de
onda esférica dada por

b=6(nt), r=VETETE

Escrevendo o laplaceano em coordenadas esféricas, apenas na variavel r, teremos

V2= 19 [7"2 M} 14 r¢(r,t)] . Verifique!

r2 Or or r or? [

A equacao de onda fica
10 1 0%
ror " = 2
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ou
P (ro) 1 0%(r¢)
o2 w2 a2
Fazendo
Y=ro
terermos
2 _10%
or2 2 ot

que é da mesma forma da equagédo (6.15). Portanto a solucao serd

Y =1 (r — vt) + Pa(r + vt)

€ Ccomo

bt
.

teremos
¢1(r — vt) n @2(r + vt)
r r '

6=

(6.18)

A fungéo ¢1(r—wvt)/r é uma onda esférica que se afasta da origem enquanto ¢z (r+vt)/r
é uma onda esférica que se aproxima da origem, ambas com a mesma velocidade v, sendo
¢1 € ¢ fungoes arbitrarias.

Entre as diversas solucoes da equagao de onda, nos restringiremos a solucao onda plana
e, em particular, as fungoes de variagao harmonica devido a sua simplicidade e importancia.

Podemos construir fungoes mais complexas a partir das fungées harmonicas através da
série de Fourier, ou mesmo da transformada de Fourier, de modo que, formas de ondas
diversas podem ser construidas por superposicao de ondas planas harmonicas uma vez que
a equacao diferencial de onda é uma equagao linear.

Tomemos para a onda plana harmoénica uma funcao do tipo:

&= drocos [K (R = vt) + 6] + oo cos [ K (Ror + v1) +9) (6.19)

Sem perda de generalidade, desenvolveremos os cédlculos apenas para a onda que se
afasta da origem sabendo que a solucao geral envolve a onda que se afasta e a onda que se
aproxima. Tomemos, portanto,

¢ = ¢ cos [K (K ‘T — vt) + 5} (6.20)

¢o ¢é definido como a amplitude da onda, K é uma constante com dimensao L~! de modo a
tornar adimensional a parte K (IA{ ‘T — vt) do argumento da funcéo cossenoidal e § é um
angulo qualquer, constante. Em breve determinaremos uma expressao para K.

Pelo fato de ser uma funcao periédica do espago e do tempo é coveniente introduzirmos
os conceitos de periodo espacial, A\, e periodo temporal, T.

Para um tempo fixo a fungao varia apenas com a variavel espacial K- r (projegao de r
sobre K)

¢Z¢0COS<KK~I‘*Ct€).
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O periodo espacial A é definido como a distancia (intervalo espacial) que devemos per-
correr ao longo da direcao K para que a variagao de K - r seja tal que a funcao repita seu
valor (Fig. 6.1), ou seja,

o(Rori2) = (Kor).
Isso ocorre quando o argumento da func¢ao cosseno tem uma variacao de 27 rad.

¢

>
-

Figura 6.1: Definicao do comprimento de onda.

cos {K(IA{-r—l—)\)—cte} ZCOS[K<K-I‘)—Ct€} =
K(K-r—&-A)—ctezK(K-r)—cte+27r

= K\ =2r LK = 277r (rad/m) (6.21)

K é chamado de vetor de onda e seu médulo, K, de nimero de onda. Pelo fato de K ser
perpendicular ao plano em que a funcao é constante, K indica a direcao de propagagao
dessa onda.

Obs: Existe ainda, o nimero de onda espectroscdpico definido por K’ = 1/\ comum em
textos de espectroscopia.

O periodo temporal, T, é definido como o intervalo de tempo necessério para que a
funcao repita seu valor quando mantemos um ponto fixo no espago (Fig. 6.2).

Da equagao (6.20) temos

¢lcte — Kv(t+T)] = ¢ [cte — Kut]

c.cos[cte — Kv (t — T)] = cos [cte — Kut]

ou
cos [Kv (t = T) — cte] = cos[Kvt — cte] , pois cos @ = cos(—0).

Como a repeticao da fungao ocorre quando o argumento varia de 27 rad teremos

= Kv({t—T)— cte = Kvt — cte + 27

Ko =2Z
YT
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¢

Figura 6.2: Definicao do periodo temporal da onda.

Definimos

2 2
w:Kv:%T=27Tf(rad/s)7 ou %UZQ?Tf LU=Af,

w é a frequéncia angular, de modo que, podemos escrever a equagao (6.20) como

¢ =¢ocos[K-r—wt+4d].

6.2 Notacao complexa

Da representagao de Euler para um nimero complexo,

e?? = cosf + j senf

149

(6.22)

podemos reescrever a expressao da onda plana harmoénica equagao (6.20), com § = 0 por

simplicidade, como
¢) _ Re{¢()ej(K~r—wt)} = Re {¢() eije—jwt}

ou
¢ = Re{®q e 7*'}, onde ®) = ¢y /KT,

@, é chamado de amplitude complexa.
Em virtude linearidade da equagao de onda, equagao (6.13)

19%
v2 Ot?

Vi =

podemos escrever
4 1 9’Re{®g eIt}
2 —Jjwty _
V Re{<I>0e J }7§T
ou .
82{‘1’0 e—]wt}
Ce————-

. 1
2 —Jjwt __
Re{V (}0 e’ } = FR atQ
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Caso tivessemos tomado a solucao senoidal encontrariamos uma equagao semelhante
para a parte imaginaria, de modo que, a equacao de onda pode ser escrita como uma
equacao de onda complexa cuja solucao que tem significado fisico é a parte real ou a parte
imaginaria da solugao complexa.

Teremos entao a equagao diferencial de onda harmoénica em varidveis complexas

) 2 —jwt
VQ((I,O e—]wt) _ ia (@0 € )

v2 ot2
—jwity72 1 2 —jwt
S eTIIVER) = ——w i ®g e 7Y,
v
ou seja,
w2
Vi@, + <%0 =0. (6.23)

Que é a equagdo diferencial para a amplitude complexa (observe que ndo envolve mais a
variagao temporal) de uma onda harmonica.

A notacao complexa serd utilizada com frequéncia nesse capitulo e nos capitulos seguin-
tes em virtude da simplificacao algébrica nas operagoes envolvidas. Contudo, um cuidado
especial deve ser tomado quando operagoes nao lineares estiverem sendo realizadas. Nesses
casos, devemos trabalhar com a parte real da representacao complexa da onda, direta-
mente, nao sendo mais verdade que a parte real do resultado da operagao nao linear possua
significado fisico.

6.3 A velocidade de fase e a velocidade de grupo

Vimos que a solugao onda plana para a equagao de onda pode ter, em principio, qualquer
frequéncia e qualquer comprimento de onda desde que a relacao v = \f seja satisfeita,
com a velocidade v dependente das propriedades do meio segundo a equagao (6.17). E
um fato experimental que a velocidade de propagacao da onda depende da frequéncia (ou
do comprimento de onda) em muitos materiais. Esses meios sdo conhecidos como meios
dispersivos por razoes que veremos posteriormente. O vacuo tem a propriedade interessante
de manter a mesma velocidade de propagagao para todos as ondas e o valor dessa velocidade
é comumente designado por

1
c= ~ 2,998 x 10% m/s.

VEOHO

A relagao entre a velocidade da onda eletromagnética no vacuo e a velocidade da mesma
onda em um determinado meio é o indice de refragdo n = ¢/v e como v, em geral, depende
da frequéncia, teremos também uma dependéncia do indice com a frequéncia (ou com o
comprimento de onda) n = n(f) ou n = n(A). Como mencionamos anteriormente, a
velocidade de propagacao da onda plana harmonica é chamada de velocidade de fase, pois os
planos que caminham com essa velocidade mantém a fase (o argumento da fungéo cosseno)
constante.

A superposicao, discreta ou continua, de ondas planas resulta em uma onda, que ainda
satisfaz a equacao diferencial de onda devido a sua linearidade. A forma da onda resultante
difere de suas componentes podendo resultar em uma velocidade de propagacao diferente
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da velocidade de suas componentes. A velocidade de propagacao dessa nova forma de
perturbacao é chamada de velocidade de grupo, quando é possivel defini-la.

Uma onda periédica nao carrega em si mesma nenhuma informagao, pois a perturbagao
ocorre de modo periodico nao sendo possivel distinguir qual é a perturbagao que tem al-
gum significado. Para que possamos atribuir uma informagao a uma onda eletromagnética
é necessario que exista uma perturbacao distinta das demais para que possa ser reconhe-
cida. Para que possamos associar a essa perturbagao uma velocidade de propagacao é
necessario ainda que possamos reconhece-la em dois instantes de tempo sucessivos para que
seja possivel medir a velocidade. Caso a perturbacao mude de forma de modo que nao seja
possivel acompanhar um determinado ponto, o conceito de velocidade fica impreciso.

Uma perturbagao nao periodica, como por exemplo um tnico pulso ou mesmo uma salva
ou “pacote de ondas” pode ser representada pela transformada cosseno de Fourier

o0

o(r,t) = /¢0(w) cos (K -r —wt) dw, (6.24)
0
ou em notacao complexa,
oo
6(r,1) = Re / Go(w) IET=1) gy (6.25)
0

Se a regido de integragdo for pequena, isto é, se as amplitudes ¢g(w) forem apreciavel-
mente diferentes de zero em uma pequena faixa de frequéncias Aw nas vizinhangas de uma
frequéncia central @, a onda é dita “quase monocromatica” e é comum utilizar o termo
grupo de ondas ou pacote de ondas.

Por simplicidade de raciocinio consideremos uma onda unidimensional dada em fungao
da varidvel p, por exemplo, ji previamente definida (p pode coincidir, inclusive, com uma
das varidveis z,y ou z),

o(p,t) = Re /¢O(w) I (Kp—wt) g
Aw

onde restringimos o limite de integracao a uma pequena faixa de frequéncias Aw ao redor
de w (Aw/w << 1).
Facamos

=] [ robto s oo
Aw

¢(p,t) = Re { o (w)ed (E-F)p=(w=2)t] i(pK-at) dw}

Aw
<ot.0) = Re{ [ onfupelll - gy iz}
Aw
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ou
6(p,t) = Re {A(p, )P0 L A1) = [ go(w)e (KR g,
Aw

Podemos encarar A (p,t) como a amplitude da onda plana de frequéncia angular @ e
nimero de onda K e, desde que Aw seja suficientemente pequeno, podemos aproximar a
expressao de A(p,t)

Ap,t) = <Z>o(w)ej{(w_w)“%]w”_t}}dw

pois

W —w

oo (2], )

A amplitude A (p,t) é obtida por superposi¢ido de ondas planas de frequéncia w — @ e,
como foi assumido que Aw << @, a variacdo de A (p,t) no decorrer do tempo é muito

(K-K)p-(w-—0)t=(w—) (K?pt) ~

menor que a variacao da onda plana e/PK=¥) oy seja, a amplitude da onda varia mais

lentamente do que a onda (também chamada de portadora).

Observe que [%}w tem dimensao de inverso de velocidade e portanto [d—”]— tem

dK 1K
dimensao de velocidade. A (p,t) se mantém constante se
{dK } b ot
—| p—t=cte
dw | ’
ou seja,
Wl ia
= |—-— cte.
P=lar |«
Vemos, portanto, que a velocidade de propagagao de A(p,t) é dada por [fll—”}f e a
chamamos de velocidade de grupo (Fig. 6.3)

vy = [j_fih' (6.26)

Ve

Figura 6.3: Pacote de ondas.

Um meio em que as componentes de Fourier (ondas planas) de frequéncias diversas pro-
pagam com velocidades diferentes é chamado de meio dispersivo. Em um meio dispersivo,
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um pacote de ondas, em geral, muda de forma ao propagar pois suas componentes propa-
gam com velocidades diferentes. Se o intervalo de integragao, Aw, for pequeno, o pacote
percorrera uma distancia maior antes de mudar apreciavelmente sua forma, pois, apenas
ondas de frequéncias muito préximas (e velocidades parecidas) contribuem para a formagao
do pacote.

Nos meios nao dispersivos todas as ondas planas propagam com a mesma velocidade
valendo a relagao w = kv, com v independente da frequéncia. Sendo assim, a velocidade
de grupo dada por (6.26) serd igual & velocidade de fase, vy = v, e 0 pacote de ondas néo
mudard de forma durante a propagagao.

6.4 Ondas vetoriais

Os conjuntos de equagdes (6.11) e (6.12) nos mostram que cada componente dos vetores dos
campos, E e H devem satisafazer o mesmo tipo de equacao de onda. Admitindo solugoes
do tipo onda plana para cada um desses componentes, podemos construir uma onda plana
vetorial onde os vetores de onda E e H sao constantes em um plano perpendicular ao vetor
de onda K em cada instante de tempo.

Por exemplo, para a onda plana harmoénica, podemos escrever em notagao complexa,
para a onda que se afasta da origem,

E = B¢/ ®r-witd) (6.27)

H = Hoe/(Kr-wt+7) (6.28)

onde Eg e Hy sao amplitudes vetoriais reais.

Voltamos a lembrar que as grandezas que possuem significado fisico sao as partes reais
ou imagindrias dos vetores complexos E e H.

Consideremos E e H de uma onda plana real qualquer, ndo necessariamente harmonica.

Calculando o rotacional de E e Hnotandoque E=E (K -r —wt)e H=H (K - r — wt),
para qualquer onda plana, harmoénica ou nao, e utilizando a varidvel u = K - r — wt, sendo

o0 _ 000w _ . 00

or ou Oz T ou
a() a()
2N g 2N
Oy Y ou
o) _ .- 90)
0z K ou’

teremos para a coordenada x do rotacional
_0E, O0E, OF, - % B 8_E
{rotB}, = dy 0z Ky ou K. ou {K " Bu }x

De modo andlogo para as outras coordenadas,

OE OE
{rotE}, = {K X %}y e {rotE}, = {K X %}Z
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Logo

OE

tE=<K x — ;. 6.29

ro { X o } ( )
Para o rotacional de H teremos do mesmo modo
OH

tH=<{Kx — ;. 6.30

ro { X o } ( )

Por outro lado, se derivarmos E e H com relagao ao tempo teremos

OE OEdu  OE

OH OH Ou oOH
5 - ouot - “You (6.32)

Substituindo nas equagoes de Maxwell, equagoes (6.7) e (6.8)

0B

tE=——
ro at,

com B = uH

teremos
KxOE__OH_ L oH_oH
Bu at MUY 8 T H %,
e
oH OE OE OE
Ko g =0 9 G0 = 50
Resumindo:
Kx OB _ o
ou e ou
OH 0E
K x % = —5w%

Integrando com relagao a varidvel u e tomando a constante de interagao como zero, pois
nao nos interessa um campo constante, ficaremos com:

K
H=—xE
Hw
¢ K
E=——
cw
Como %
w=Kv=——
VEH
teremos

H\/EIA{XE (6.33)
o
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E = \/gf( x H. (6.34)

Multiplicando escalarmente por K teremos

H-f{:@(f{xE)-f{:O
E.ﬁ@(ﬁxﬂ).ﬁo,

ou seja, ambos os vetores sdo perpendiculares a K e de (6.33) ou de (6.34), também séo
perpendiculares entre si. Assim, E,H e K sio mutuamente perpendiculares em uma onda
plana (harménica ou nao).

A razao entre o médulo de E e o médulo de H

E  Ju
E\/;Z (6.35)

é chamada de impedancia intrinseca do meio, pois esta razao tem dimensao de impedéancia.
No vacuo,
Z=2y= ? ~ 376,8 Q) (~ 1207 Q). (6.36)
0
Observe que, para o caso da onda plana harménica dada por (6.27) ou (6.28), as equagoes
(6.33) e (6.34) preveem que as fases iniciais J e v devem ser iguais uma vez que K é um
vetor real. Ou seja, no espago livre E e H estao em fase (Fig. 6.4).

Figura 6.4: Onda eletromagnética harmoénica no espaco livre. Vetores representados em
escalas diferentes.

Exemplo: Uma onda plana harmoénica possui, para o vetor do campo elétrico, uma
amplitude vetorial dada por Eg = (19{ + 19 + 2%) V/m, a frequéncia ¢ 3,75 x 104 Hz e
propaga na direcao do versor K= 1/\/§(1>A<+ 19 — 1Q) em um meio, cujo indice de refragao
vale n = 1,6. Determinar as expressoes para a onda plana, em notacao complexa, tanto
para E quanto para H . Considerar u ~ ug.

Resolucao:
E _ Eoej(Kwat)
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K — KR onde K — & = 27 _ n2nf
v c¢/n c
1,6 x 27 x 3,75 x 10
N 3 x 108

w=2nf=2,35x 10" rad/s

K = 12,56 x 10° rad/m.

106 5
12,6x107 (a:+yfz)72,35><101"t]

B = (1x+1y+22) S V/m
x,y e z em metros e t em segundos.
Calculemos H.
H:\/gﬁxE e n="<= E'u, com [ = fip
i v oMo
ou
_ &% J(K-r—wt) 2_ & a2
H=,/-KxEge e n°=—, CLE=n"gg
H €0
A A A
_ 1 |X Y z 3% — 3y + 0z
KxE=—72|1 1 -1 |=—"F=—
V3 1 1 2 V3

\/? E()Tl2 €o 1,6
— =N _— =
H Ho Vo 1207
A A A
1,6 (3x -3y + 0Z>
H =

- 1207 V3

H— 1, 6v/3 ()A( _ 9) ej[7,2106(;c+y—z)—2,35x1015 t]
1207

H=7,3x10"3 <9< - 9) eI[7:210° (@ 4+y—2)-2,35x1017 ¢] p sy

6j[7,2x 10%(z+y—2)—2,35x10"° ¢]

6.5 Ondas estacionarias

Como vimos anteriormente, a solugao da equacao de onda envolve a superposi¢ao de duas
ondas que propagam em sentidos opostos. Podemos admitir a existéncia prévia dessas duas
ondas ou podemos supor que uma delas pode ser obtida pela reflexao da outra na interface
entre dois meios. Este é, normalmente, o caso usual encontrado na maioria dos problemas
de interesse pratico.

Por simplificagao algébrica, suponhamos que as duas ondas que propagam em sentidos
opostos tenham suas amplitudes vetoriais na mesma diregao de modo que possamos trata-las
como escalares.

Tomemos as expressoes correspondentes ao vetores dos campos elétricos para as duas
ondas

E, = Ey, cos (K -1 — wt)

Ey=Ep,cos(K-r+wt+7).
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A onda 1 foi tomada como referéncia e a onda 2 como estando defasada de 7y com relagao
aonda 1, em t = 0.

Em se tratando de reflexao, o valor assumido por v dependera dos dois meios envolvidos
no processo, como veremos posteriormente, assumindo o valor 0 ou 7 rad para a reflexao
ocorrendo na origem.

Expressoes semelhantes podem ser escritas também para o vetor H.

Para simplificar mais ainda o raciocinio digamos que a onda esteja propagando ao longo
do eixo ozx. Teremos entao

Ey = Ey, cos (Kz — wt), K = K, nesse caso,
_ + paray = 0 rad
Ey = £Fy, cos (Kz + wt), { _ paray = 7 rad.

A superposicao de ambas as ondas dard um campo resultante
E =FE + Ey = Ey; cos (Kz — wt) £ Egg cos (Kx + wt) .
Apresentaremos duas maneiras equivalentes de encarar essa situacao:

1% Maneira:
Distinguimos duas possibilidades:

a) As duas ondas possuem a mesma amplitude
Eo1 = Ep2 = Ey

E = Ey[cos (Kz — wt) £ cos (Kz + wt)] .

Mas,
cos A+ cos B = 2cos A+ B cos A _B,
2 2
entao
E =2Ejcos(Kx) cos(wt). (6.37)
Ou de
cosA—cosB=—-2 senA +B senA — B,
2 2
entao
E = 2E, sen(K ) sen(wt). (6.38)

Ambas as equagoes (6.37) e (6.38) sdo equagoes de onda estaciondria pura. Para cada
instante de tempo ¢ a fungdo varia harménicamente no espago. Em (6.38), por exemplo,
o termo 2Ej sen(Kx) pode ser visto como uma amplitude do termo sen(wt), sendo essa
amplitude variavel com a posi¢gao. Seu valor maximo vale 2F e seu valor minimo —2Fj.

Nos pontos do espago em que sen(Kz) = 0, o campo E serd nulo em todos os instantes
de tempo. Sao os chamados nés ou nodos da onda estaciondria e eles ocorrem a cada meio
comprimento de onda, pois,

sen(Kz) =0 = Kz = nm, n=0,1,2,3...
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E p/ t=t
y p/ t=t,
p/ t=t,
N x
3/ t=t,

Figura 6.5: Onda estacionaria.

27 A
L —T =nm, L r=n—=.

A 2

A figura (Fig. 6.5) ilustra uma onda estaciondria pura.

b) As duas ondas possuem amplitudes diferentes:
Tomemos a onda 1 com uma amplitude maior que a onda 2.
Eo1 > Eo2
Podemos escrever Eg; = Fge + Fos, de forma que a superposicao da onda 1 com a onda
2 sera
E = (Eo2 + Ep3) cos(Kxz — wt) + Eoa cos(Kx 4+ wt + )
. B = Egs [cos(Kx — wt) + cos(Kx + wt + )] + Eos cos( Kz — wt).

O primeiro termo dard uma onda estacionaria pura para v = 0 ou v = 7 rad e o segundo
termo é uma onda plana de menor amplitude que se afasta.

A representacao grafica desse segundo caso é mais facilmente obtida pela 2¢ maneira de
analise.

2% Maneira:

Facamos a superposicao dessas ondas para v = 0 ou v = 7 rad desenvolvendo o cosseno
da soma e da diferenca

Ey = Eo1 cos(Kx — wt) = Eo; [cos(Kx) cos(wt) + sen(K x)sen(wt)]
Ey = £Fys cos(Kx + wt) = £ FEqs [cos(K ) cos(wt) — sen(K x)sen(wt)]
E = E1+ E3 = (Eo1 + Eoz2) cos(Kx) cos(wt) + (Eg1 — Epz) sen(K x)sen(wt), paray =0
ou
E = E1+E>; = (Eo1 — Eo2) cos(Kx) cos(wt)+(Eo1 + Eoz) sen(Kx)sen(wt), para y = .
No caso em que v = 0 fagamos

(Eo1 + Ep2) cos(Kz) = A(x)
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(Eo1 — Ep2) sen(Kz) = B(x).

Entao
E = A(z) cos(wt) + B(x) sen(wt)

que pode ser reescrito como
E = C(x)cos (wt — 0)

o B =C(x) cos(wt) cos @ + C(x) sen(wt) send
" A(x) = C(x)cosf e B(z) = C(x) senff = A(x)? + B(z)? = C(x)*(cos? § + sen?d)
. C(x) = v/ A(2)? + B(x)?

senf  B(x)
cosf  A(z)’

g B(z) _
.0 = arctan Ax)’ 0 =0(x).

Desse modo,
E = +/A(z)? + B(z)? cos [wt — 0(x)]

L E= \/(Em + E)? cos? Kz + (Eg1 — Eg)? sen?Ka cos [wt — 0(z)] .

O termo com a raiz pode ser encarado como uma “amplitude” da onda cos [wt — 6(z)]. O
valor méximo dessa raiz serd (Fo1 + Ep2) que ocorre quando sen?Kz = 0. O valor mgximo
do campo ocorrerd em um certo instante de tempo em que cos [wt — (x)] = 1.

O minimo valor da amplitude serd (Eo; — Eoz2) que ocorre quando cos Kz = 0. O minimo
valor positivo do campo ocorrerd em outro instante de tempo em que cos [wt — 0(z)] =1

Define-se entéo a relagdo de onda estaciondria (ROE) como

Ewax  Eo1 + Eo2

ROFE = = .
Ernin Eo1 — Eoo

(6.39)

Admitindo que Eys seja a amplitude da onda refletida na interface entre dois meios, esta
poderd ser zero no minimo (auséncia de reflexdo) ou igual a Ep; no maximo (totalmente
refletida). Portanto, a relagdo de onda estaciondria varia entre 1 e co respectivamente.

Raciocinio idéntico pode ser efetuado para a situagao em que v = 7 rad.

A representagao grafica da amplitude da onda em funcao da posicao é mostrada na
figura (Fig. 6.6). A oscilacdo do campo em funcéo do tempo ocorre entre a curva superior
e a curva inferior para cada posicao x.

6.6 Equacao de onda em meios condutores

No item anterior, haviamos encontrado a equacgao diferencial de onda e sua solugao para
meios dielétricos perfeitos. Consideraremos agora os meios condutores caracterizados também
por sua condutividade g.

Em tais meios existirao correntes de conducao uma vez que J = gE.

Voltando as eq. de Maxwell temos:

B H
rotE = _6_ B =uH, s .rotE = —uaa—t

= (6.40)
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E(x)

E01+E02

Eol'Eoz
'(E01'E02)

N -
\ "
<>
; N

N
N -
N .
>
P AN

'(E01+Eoz)

Figura 6.6: Onda estacionaria mais onda propagante.

e

oD OE

1c‘otH:J—i—E7 D=cEeJ=gE, ,'.rotH:gE—i—EE.
Tomando o rot (rotE) teremos
OH
rot (rotE) = grad divE — V?E = rot (_ME>
D OH 0
- grad div— \Y prot— m (rotH)

o 1 0 OE

—grad divD — V’E = —u— ( gE +e—

Egra v \% Mc()t (g +€8t)
ou ainda

1 OE 0°E
—grad divD — V?E = —pjg— — pe—-.
orad div "G

Mas, divD = p, portanto,

0’E OE 1
2B —en—— — pg— == ) 41
v g — Mgy = Zeradp (6.41)

A introdugao de cargas livres no interior de um condutor causa uma densidade vo-
lumétrica de cargas, p que decai rapidamente com o tempo conforme discutimos anteri-
ormente na segao 3.3, de forma que, em muito pouco tempo, podemos considerar que o
interior do condutor sera ausente de cargas livres. Como exemplo, se considerarmos o cobre
comeg =1eg=>58x107 (ohm m)f1 teremos que a densidade cargas caird a 37% do
valor inicial em um intervalo de tempo igual a

e 88 x 10712
— = ~1,5x 10 sl
g B8 x 107 0 i

Além disso, se admitirmos variagoes senoidais para o vetor do campo elétrico, podemos
mostrar facilmente que divD = 0 (e portanto, p = 0). Vejamos:
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De
oD
rotH:J—&—E, comJ=gEeD =¢cE

e supondo que E= Eoew teremos a equagao complexa
B ? (Bt
rotH = gE + 5§ (Eoej )

rotH = gg + cjwEgelt = gf) + jweE
. rotH = gﬁ +jwD = (g +jw> D.
Tomando o divergente em ambos os lados
div rotH = (g + jw) divD

mas div rotF = 0 para qualquer F e, como a relacao é vélida para todos os valores de w,
deveremos ter

divD = 0
consequentemente,
p=0.
A equagao (6.41) ficard entao
O’E OE
VE —epi—>5 — pg— =0 6.42
Shm — g (6.42)

que ¢é a equagao diferencial de onda para E nos meios condutores.
Podemos encontrar também uma equagao de onda para H tomando o rot (rotH)

oD
rot (rotH) = rotJ + rotg

E
grad divH — V?H = g rotE + ¢ rot%—t =grotE + s% (rotE).

Como ) 9B
divH = —divB =0 e rotE = ——
I ot
teremos 5B 5 5B
i 2 — - — -
VH=g ( at > ot ( at >
0 0°H
CV2H — ou s ot
-V gl T el ETD 0
ou 52 5
H H
H —ep—" — gu—= = 4
v gy — g =0 (6.43)

que é uma equagao diferencial de onda idéntica a equacao para E.
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6.7 Solucao da equacao de onda para meios condutores

Procuremos solugoes da equagao diferencial de onda que possuam variagao harmoénica no
tempo. Escrevendo em notagao complexa

E(r,t) = Eo(r)e 7t

H(r,t) = Ho(r)e 7t

Teremos de (6.42) e (6.43), generalizadas para a forma complexa, as equagdes vetoriais

VQ (]:]O(T)e*jwt) B 5,UE()(I') (7]@))2 e dwt _ ugﬁ()(r) (7]-“)) e~ IWt —

(§]
vt (HO(T’)efjwt) — epHo(r) (—jw)? e 794" — pgHy (r) (—jw) e 7% = 0,
ou _ ~
V2Eg + (w?ep + jwpg) Eg = 0 (6.44)
e ~ ~
V?H, + (w’ep + jwpg) Ho = 0. (6.45)

Definindo a constante K tal que

K? = wlep + jwpg = wp (5 +j£) , (6.46)
w
as duas equagodes anteriores tomam a forma da equagao de Helmholtz

V2Eo + K2Eg =0 (6.47)

V2H, + K*H, = 0. (6.48)

A constante K , chamada de constante de propagacao, ¢ um nimero complexo nesse
caso.

As equagoes vetoriais (6.47) e (6.48) possuem componentes que devem satisfazer equagoes
escalares idénticas a equagao (6.23), onde

foi substituido por K2 Podemos, portanto, procurar solugoes do tipo onda plana com vetor
de onda complexo. _
Para a amplitude complexa Eq teremos

Eo = Eoej(f('r)7 onde K = K K. (6.49)

Fazendo

K=a+j8

teremos _ . _
E, = Eyell@tip K] _ g o~0KerjoKer
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ou = =N
EO _ efﬁKTEOejaK-r,

onde e PET & o fator de amortecimento e e7*KT § o fator oscilatério.
Os valores de « e 3 s@o dados por

a = Re {\/oﬂeu —l—jwug}
B =1Im {\/w%u +jwug}

ou
et 19
w

,/Ww}.
w

K?=(a+jB)° =a®+2aj8 - % =a® - % + 2048

o = wRe

8 = wlm

@
—

Desenvolvendo

e comparando com a equagao(6.46) teremos
o — B =wlepu
J2af = jwug.

Resolvendo esse sistema de equagoes

fazendo = = o? fica

2 T
2
2? — wlepr — (%) =0
w28,ui \/(WQE,U) 44 (wug)Q
T 2
e (wpg)®
r=w’= | 1£4/1+ >
(w?ep)
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Portanto,
Ep g°
= — 1+——+1 6.50
a=w 5 ( +52w2 + ) ( )
Bow | P Jis L 4 (6.51)
N 2 e2w? ’ '

Veja que a e 5 > 0. B
Podemos proceder de modo andlogo para a amplitude complexa Hy encontrando resul-

tado semelhante B o
H, = Hyel K1) (6.52)

com os mesmos valores de « e 3.

Observe que o fato do meio ser condutor introduz um fator de amortecimento na onda,
fator esse que depende das propriedades do meio e da freqiiéncia.

Mostremos agora as relagoes existentes entre os vetores dos campos. Voltemos as
equagoes de Maxwell para os meios condutores:

OB oD
rotEffW e rotHfJ+E

com B=pH,J=gE, e D=cE.
Para variagoes harmoénicas no tempo nos vetores dos campos

W —jwt 1 T, —jwt
EZEoej 5 H:HQ€] ,

as equagoes tomam a forma

rotEg = pjwHy (6.53)
e ~ ~
rotHy = (g — jwe) Eo. (6.54)
Substituindo (6.49) em (6.53) teremos
rot {Eoej(f{'r)} = ujwﬁo.
De acordo com a identidade
rot (¢oF) = grad¢ x F + ¢rotF
teremos s s s
rot {Eoej(K'r)] = grad [eJ(K'r)} x Eg + 7T x rotE,.
Mas
rotEg =0
e

grad [ej(f{'r)} =j (f{x?( + I?y)Af + IN(Z%) eI (KT

_ jRe/ED)
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portanto, B B
rot [Eoej(K'r)} = jej(K'r)f{ x Eg = ujwﬁo

K X EQ Z/Lwﬁo

K -~
“Hy=— xEg (6.55)
Hw
Dessa expressao observamos a perpendicularidade entre HeE. Observe, contudo, que
o fato de K ser complexo implica que existe uma diferenca de fase entre dois vetores. Os
médulos dos dois vetores estao relacionados por

~ K ~ a+iB =
|Ho| = —[Eo| = ]ﬂ|E0| (6.56)
Hw Hw
~ /2 2
[Ho| = ﬂe“ﬂEOL 6= tan—1 2. (6.57)
Hw a

Observe que a diferenca de fase entre HO e EO é0.
Além disso, se tomarmos o produto escalar de HO por K encontraremos

(K -\ -
HO'K: <_ XEO) K:O
Hw
reafirmando a perpendicularidade entre H e K.

Em resumo, os trés vetores continuam perpendiculares entre si porém, o vetor do campo
elétrico encontra-se defasado do vetor do campo magnético.

Um caso particular interessante é o dos meios bons condutores, onde a condutividade
g é comparada com o produto we sendo g >> we. Para o cobre, por exemplo, mesmo em
altas freqiiéncias como 30.000 MHz, a razio g/(we) vale em torno de 3,5 x 108.

Considerando entao que g/(we) >> 1 a expressao da constante de propagagio, equagao
(6.46), pode ser escrita como

K= /jwug(l - J — Jwpg

K =w 119 |45°, pois \/j = Vei(3) = (%)
ou -
+J
K ~ Jwug (W) . (6.58)
Logo, de K=o+ jB teremos

wpg g WK
2 2

e, como para bons condutores o valor de g é elevado, tanto o quanto 3 serao grandes e da
equacdo (6.49) e seguintes vemos que o termo de amortecimento e ~#XT decaira rapidamente
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com a distancia K - r, ou seja, a onda serd fortemente amortecida. Define-se entao a
profundidade de penetragdo como a distancia § percorrida ao longo da varidvel K - r de
modo que o termo de amortecimento caia a 1/e (37%).

Ou seja,
1 [ 2 [ 1 .
=—=4/— =4/——, pois w =27 f. 6.59
B wpg mfurg (6.59)

De modo geral, a “profundidade de penetracao” vale

st _ ! . (6.60)

’ w\/%ﬁ<\/1+wg—;1)

A velocidade da onda em um condutor (velocidade de fase) é dada por

w
V= = —
«

que, para bons condutores, vale

v = =,/ =. (6.61)

que, para bons condutores vale

Bw
= pw Vs ) g
7~ Ve e =, / —45°. (6.62)

Em outras palavras, o campo elétrico estd atrasado de 7/4 rad com relagdo ao campo
magnético.

Um outro caso particular também interessante é o do dielétrico com poucas perdas, ou
seja, um bom dielétrico (porém, ndo um dielétrico perfeito). Nessa situacdo, g/we << 1 e
as expressoes para « e 3 podem ser aproximados expandindo a raiz:

g g’ o x
1+w2—€2~(1+m), Ppo1s 1+$~1+§.

As equagoes (6.50) e (6.51) ficam entdo:

N e g2 g
Ozww\/? |:<1+W>+1:|w@<1+m> (6.63)
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5zw\/%‘{<1+%§€2)1} g\/E (6.64)

Observe em (6.63) que w,/x foi corrigido por um termo muito pequeno. No dielétrico
perfeito o termo w,/e é 0 médulo do vetor de onda K (K =w/v=uw, /su).
A velocidade de propagacao da onda

w w w 1 ( 92 )
VST Y T AT ~ 1— (6.65)
Re{K} AN (1+%> NG 82e2

onde pode-se observar uma pequena diminuigao do valor da velocidade quando comparado
com o dielétrico perfeito.

6.8 Polarizagcao da onda e os parametros de Stokes

Como vimos, anteriormente, os componentes dos vetores dos campos E e H satisfazem
equagoes de onda independentes.

Isso significa que, admitindo solugoes do tipo onda plana harmonica, pode haver dife-
renga de fase entre os diversos componentes.

Consideremos, por simplicidade, uma onda propagando ao longo do eixo oz. Entao

K- r=K,z=Kz, fazendo K = K.
As coordenadas do vetor E serao escritas como:

E,=Eycos(Kz—wt+61) = Eggcos(y+1), v=Kz—wt
E, = Eyycos(Kz — wt + §2) = By, cos(y + 02)
E.=0 (pois a onda é transversall).

Expandindo os cossenos teremos

E, = E,(cosy cos §; —seny sends )
E, = Ey,(cosy cos da—sen+y sends)

E

. —2 = cosycosd; — seny send; (6.66)
Ea:O
e
E,
— = cos~y cos dg — seny sends. (6.67)
Eyo

Multiplicando a equagéo (6.66) por sends, a equagao (6.67) por send; e subtraindo uma
da outra teremos:

x

E
sendy — —2%send; = [cosycosd; senda — seny send; sends| —
EmO EyO

[cosy cos b2 send; — seny sends send |

= cos "y cosd1 sends — cos-y sendy sendy
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E. FE
Ea sendy — —2% send; = cosy sen(dz — 61) = cosy send, com § = dz — 1.
x0 y0

Multiplicando agora a equagao (6.66) por cos dz2, a equagao (6.67) por cosd; e subtraindo
uma da outra teremos de modo semelhante

x

E
cos by — —2 cos 1 = seny send.
EmO y0

Elevando as duas tltimas equagoes ao quadrado e somando-as teremos

Ez 2 < Ey >2 E:” E
+(=£] -2 — cosd = sen?s 6.68
(Exo) Eyo Ezo Eyo ( )

que é a equacao de uma conica. Em particular é a equacao de uma elipse, uma vez que o
determinante associado é nao negativo (Fig. 6.7).

2
1 —cosd 2 2 9
(Exo> BeoByo_ | _ ( 1 ) ( 1 ) (1 - cos? ) = sen?d -0

—cosd 1 FE.o Eyo E:%OEEO -
E.oEy0 (Eyo)

E vy N
E n
EvO
E g
'Exo T <
)

Figura 6.7: Polarizagao eliptica.

Observa-se que o eixo maior da elipse, em geral, encontra-se inclinado de um angulo 7 com
relagao ao eixo oF,. E possivel representar a elipse no sistema de eixos E, E¢ coincidentes
com oS eixos menor e maior respectivamente, que encontram-se girandos de 7. Para isso é
necessario escrever as coordenadas de um sistema no outro sistema.

E¢ = E;cosT + E, senr, com0<7<m (6.69)
E, = —E, sent + E, cosT. (6.70)
A equagao paramétrica da elipse no sistema F, F¢ é dada por:

E¢ = Eggcos (v + o), vy=Kz—wt (6.71)
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E, = +FE, sen(y+ do) (6.72)

com E¢o > E, por hipétese. Os sinais & dependem do sentido de giro da ponta do vetor
E (4 para anti-horério e — para hordrio com ~y crescente).

Expandindo (6.71) e (6.72), substituindo E, e E, em (6.69), (6.70) e comparando os
termos é possivel mostrar que:

EZ,+ E2, = B}, + EJ, (6.73)
Eyo
tan 27 = tan 26 cos §, com tanf = [ 0<0<m7/2 (6.74)
z0
Eno —T T
sen2e = sen26 send, com tane = £—-—, — <e< — (6.75)
0 4 1
E
0 ¢ a razdo axial.
€0

Em resumo, sendo conhecidas E,o e Eyg e a difereca de fase §, podemos determinar o
angulo de giro 7 , e os semi eixos principais Ey,g e F¢g e vice versa.

A convencao do IEEE para descrever o sentindo de giro da elipse é a de um observador
que vé a onda se afastar dele. Por exemplo, nas equagoes

E, = Eycos(cte — wt + 61)

E, = Eycos(cte — wt + d2) (6.76)
se fizermos, arbitrariamente, cte =0, §1 =0 e J = 7/2
E, = Eycos(wt) (6.77)

E, = E,o sen(wt).
A ponta do vetor E girard no sentido horario, para um z = cte, em fungdo do tempo

(polarizagéo direita) para um observador que veja a onda se afastar (Fig. 6.8) ou o contrério,
para um observador que veja a onda se aproximar.

N
E

Figura 6.8: Polarizagao eliptica direita, observador vendo a onda se afastar.

Casos particulares:
A depender da relagao entre as amplitudes e o valor da diferenga de fase, a elipse pode
assumir a forma de uma reta ou de um circulo como veremos.
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Se Ezp ou £ ou d forem nulos a elipse toma a forma de uma reta e dizemos que a onda
estd linearmente polarizada:

Para E,9 = 0 a onda esta linearmente polarizada na direcao do eixo y.

Para Eyo = 0 a onda esté linearmente polarizada na direcdo do eixo x.

Para 6 = 0 a onda esta linearmente polarizada em uma diregao que depende da relagao
entre as amplitudes. Se E,o = E,o a reta encontra-se inclinada a 45° (7 = 45°). Se
Ero # Eyo teremos

x0 '

T =tan"

Se Bz = Eyp e § = £m/2, aelipse se transforma em um circulo. Para § = m/2 obteremos
as equagoes (6.77), (sendo z = cte) e dizemos que a onda estd circularmente polarizada a
direita. Para 6 = —m/2 o sentido de giro inverte e dizemos que a onda estd circularmente
polarizada a esquerda.

O estado de polarizacao de uma onda necessita de trés quantidades independentes para
ser completamente caracterizado. Por exemplo, as duas amplitudes E, e Eyg e a diferenca
de fase §. Ou entao, o eixo maior, o eixo menor e o angulo € que dé o sentido do giro. Con-
tudo, para aplicagOes praticas costuma-se utilizar um conjunto de parametros, todos com
os mesmas dimensoes fisicas, que podem ser determinados a partir de experiéncias simples,
os parametros de Stokes que definiremos a seguir. Esses parametros foram introduzidos
em 1852 por G.G. Stokes quando o mesmo investigava a luz parcialmente polarizada. Sao
definidos por:

so = Ei,+Ey (6.78)
s1 = Ei—E

s = 2Ey0Eycosd

s3 = 2Ez0Ey send.

Elevando ao quadrado e somando encontraremos que

52 =53+ 3+ 52 (6.79)
0 que mostra que apenas 3 parametros sao independentes. O parametro sg é o médulo ao
quadrado do vetor Eg e mostraremos, posteriormente, que é proporcional & intensidade da
onda.

E possivel escrever os parametros si,Se e s3 em funcao dos angulos 7 e €. Pode-se
demonstrar que

$1 = S0cCos2€cos2T (6.80)
So = SpcCOoS2€esen2T
S3 = So sen2e

Essas equagOes permitem representar geometricamente todos os estados de polarizacao
possiveis de uma onda de um modo bastante simples. Consideremos que s1, s3 e s3 sejam as
coordenadas cartesianas de um ponto P sobre uma superficie esférica de raio sg, sendo 2¢ e
27 as coordenadas angulares (latitude e longitude) conforme a figura (Fig. 6.9) (podemos
também utilizar os angulos d e 26 de modo equivalente) as relagoes entre os angulos séo
dadas pelas equagoes (6.74) e (6.75).
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X

Figura 6.9: Um oitante da esfera de Poincaré.

Para toda onda plana monocromatica de amplitude Ejy, seu estado possivel de pola-
rizagao correspondera a um ponto sobre essa superficie esférica de raio sg. Essa repre-
sentagao foi introduzida por H. Poincaré em 1892 e é conhecida como esfera de Poincaré.

Os valores positivos de e correspondem & polarizacao esquerda (segundo a convencao
do IEEE) e os valores negativos de € correspondem & polarizagdo direita. Logo, os pontos
acima do plano equatorial (plano xzy) correspondem & polarizagdo esquerda e os pontos
abaixo correspondem a polarizacao direita.

Para uma onda linearmente polarizada, § = 0 ou um miltiplo inteiro de 7 e segundo as
equagoes (6.79) o pardmetro s3 = 0 (corresponde aos pontos sobre o plano equatorial). Ou,
de modo equivalente, e =0

Para uma onda com polarizagao circular, E,g = Ey9 e § = £7/2 teremos s; = s =
0 e s3 = £ sg. Ou seja, o polo norte representa a polarizagao circular a esquerda e o polo
sul representa a polarizagao circular a direita (Fig. 6.10).

z - Polarizagdo circular

esquerda (e = 45°)

R
y

olarizagao linear

Polarizagao eliptica
esquerda

X

Figura 6.10: Estados de polarizacao em um oitante da esfera de Poincaré.

6.9 Reflexao e refracao de uma onda

A experiéncia mostra que, quando uma onda eletromagnética incide na interface de dois
meios com propriedades elétricas diferentes, parte da onda é refletida para o meio de origem
e parte da onda é transmitida para o outro meio.

Nosso interesse é determinar as caracteristicas das ondas refletida e transmitida em
funcao das caracteristicas da onda incidente supondo, ondas planas harmoénicas, que os
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meios possuam extensoes infinitas e que a interface entre os dois meios seja plana.

A existéncia da onda refletida e da onda transmitida também pode ser demonstrada
pelas condigoes de fronteira para as equagoes de Maxwell, pois essas condigbes nao seriam
satisfeitas se ndo postuldssemos a existéncia de tais ondas (basta lembrar a continuidade
dos componentes dos vetores dos campos).

A variagao temporal dos vetores dos campos na interface entre os dois meios deve ser
a mesma para as ondas incidente, refletida e transmitida uma vez que as cargas elétricas
livres ou ligadas que geram as duas tltimas ondas, oscilam com a mesma frequéncia da onda
incidente (que é a causa da oscilagdo) irradiando para os dois meios ondas com a mesma
frequéncia.

Conhecendo a fungéo de variac¢do temporal em um certo ponto do espago, digamos F(t),
estard completamente determinada a fungao em um outro ponto localizado pelo vetor r com
origem no primeiro ponto. A fungéo serd F(t—K-r/v), K versor na dire¢do de propagacio,
pois o termo K- r/v é o intervalo de tempo necessdrio para que a onda chegue ao novo
ponto.

Uma vez que estamos admitindo que a variacao temporal seja a mesma para todas as
ondas em um determinado ponto da fronteira, deveremos ter o mesmo para todos os outros
pontos. Chamando de K' o versor incidente, Ko refletido e Kto transmitido, deveremos
ter, em um ponto qualquer da fronteira, I‘(a)‘, Y,z )7 que:

&
g
~
L]
A
L]

t— =t— =t— —— (6.81)
U1 U1 U2
onde vy e vy sao as velocidades de propagacao nos meios 1 e 2 respectivamente.
Por simplicidade, tomemos a fronteira coincidindo com o plano z = 0. Ficamos entao
com:

Kix+ Ky Kir+ Ky Klo+Kly
V1 o V1 o V2

e, uma vez que z e y podem tomar qualquer valor na fronteira, deveremos ter

KKK KKy Ky

_ = (6.82)
U1 U1 V2 U1 U1 V2

Logo, os trés versores de propagacao sao coplanares.

Definiremos o plano de incidéncia como sendo o plano que contém o versor da onda
incidente K? e o versor perpendicular & fronteira dos meios. Faremos, por simplicidade, o
plano de incidéncia coincidir com o plano xz e denotaremos por 6;, 6, e 6; os angulos de
incidéncia, reflexdo e transmissdo respectivamente, medidos conforme a figura (Fig. 6.11).

Teremos entao: ) ) )
[ . 1 [ .
K; =sent; K, =0 K =cosb;

K, =send, K;=0 K= —cost, (6.83)
K} =senf; K,=0 K.=cosb;
T T T
<0, <— < < — < < —
0_91_2,0_9_2 0_9,5_2

Substituindo (6.83) em (6.82) teremos

send; _ senf,. _ sen@t7 (6.84)
V1 U1 V2
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Figura 6.11: Definicao dos angulos de incidéncia, reflexao e transmissao na fronteira entre
dois meios.

logo
senf; = senb,., c. 0, =0,.

Temos entao a lei da reflexao que afirma: os dngulos de incidéncia e reflexao sao iguais
e a normal a frente de onda refletida estd contida no plano de incidéncia.
Da defini¢ao do indice de refracao, n = ¢/v, temos de (6.84) que

senf;  send;

c/ni  c¢/ny

. nq senf; = ng send, (6.85)

que, justamente com o fato da normal a frente de onda transmitida estar no plano de
incidéncia, é conhecida como a lei de Snell ou lei da refracao.

Quando o meio 2 possui indice de refragao maior que o meio 1, dizemos que o segundo meio
é opticamente mais denso que o primeiro meio e nesse caso teremos que

ni
sen 0; = — senf; < sen;
n2
e o angulo 6, serd sempre real para todos os valores de 6;, 0 < 8, < 7/2.
Quando o meio 2 é opticamente menos denso que o meio 1 (n1 < ng) teremos que

n
sen #; = — sen#; > senf;
n2

e sO teremos angulos 0; reais para os valores de

send; < %,
ni
caso contrario obteremos reflexao total conforme veremos mais adiante.

No processo de reflexao e transmissao, as ondas refletidas e transmitidas possuem ampli-
tudes que dependem do angulo de incidéncia. As expressoes que relacionam as amplitudes
das ondas foram desenvolvidas por Fresnel em 1823 baseadas na sua teoria eldstica da luz e
sao conhecidas, na versao atual, como as férmulas de Fresnel. Na dedugao de tais férmulas
consideraremos que p1 & p2 = fip (meios ndo magnéticos).
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Para o estudo do processo de reflexao e transmissao, e para facilitar a aplicagao das
condicoes de contorno na fronteira, é conveniente decompor os vetores dos campos em com-
ponentes paralelos e perpendiculares ao plano de incidéncia, E;, E;, H; e H, conforme
a figura (Fig. 6.12).

Figura 6.12: Definicao dos componentes paralelo e perpendicular do vetor do campo elétrico
incidente, refletido e transmitido na fronteira entre dois meios.

Escrevendo o vetor E em notaciao complexa (K real)

Ei _ Egej(Kyr—wt) _ Egej[Kl(seneq,m—&-cos 0;2)—wt]

pois
= A A
K1 = K1K1 = Kl(senﬁix + cos le)
Os componentes do vetor E! podem entao ser escritos em funcao dos componentes
paralelo e perpendicular como:

Ei

x

= —FE} cos;e’™, 7; = K1(senb;x + cos 6;z) — wt (6.86)
E; = Ej_ej”

E, = Ej senf,; e’ ™.

Os componentes para o vetor H sao dados pela equagao (6.33)

H\/EIA(XE
1

L H = E—l(senl%)A( + cos 919) X (E;Q + E;;Ar + Eég)ej“
Ho
H = —, [ZL cos 91-177; =—, [EL cos 0. B 7 (6.87)
Ho Ho
rri €1 i i
H,=,/— [f senf; £, + cos GZ-Ex] =

Ho
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2l [f sen@iﬁ'ﬁ senf; — cos 0ZEﬁ cos 91} el
Ho
H = -\ | Ejerm
Ho
e
~ €1 ~ €1 i g
H, =, /% senGiE; =, /% send; £ e’
Vejamos agora para a onda trasmitida. B
De acordo com a figura (Fig. 6.12) teremos para o vetor E?
EY = —FE! cos0,e’™, 7t = Ka(senbix + cosb;z) — wt (6.88)

ot it §Te
E,=FE\e

E! = El senf,e’™

e para HY, utilizando ainda (6.33),
H' =, /E—2(sen0t>A< + cos 0,@) X (E;Q + Eég\' + Egé)
Ho

A = /% cos 0, E' eI (6.89)
=

Y 2 (— senGtE'ﬁ senf; — cos GtEﬁ cos f;)e’™ = —4 /E—QE't Tt
Ho Ho

1€
Hy=—|—E ™
Ho
£2 ~t i
— senf; ' I,
Ho

, 7 = Ki(senf,x — cosb,z) — wt

it =

Para o vetor E"da onda refletida

E" = EIT cos 0,.e™ (6.90)

-r _ -r JTr
E,=FEe

or o _ or I
E. = Ejsenf.e’™

&l ‘r edTr
Mo

e por (6.33)
H — \/E_T(senﬁrﬁf cos GTQ) x (EIR + EZ§ b ETR)ei
Ho
HE = LT odTr
Hy = ,/—cosO.E'e (6.91)
Ho
rr 1 ~r ~ . =
H, = {—sen@rEHseHGT — cos b L) cos 94 eI — _
Ho
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H? =,/ —send, E" ™.
Ho

Apliquemos, agora, as condicoes de fronteira nos vetores dos campos dadas por (5.37),
(5.39), (5.41) e (5.42). Da continuidade dos componentes tangenciais de E e H teremos que

Ei +E =E!, (6.92)

i —r __ it

E!+Er =E, (6.93)

H:+H =H' (6.94)
€

7 rr _ I7t

Hi+H) = H.. (6.95)

Da continuidade das componentes normais de D e B teremos que:
e1E! +¢,E] = ey E? (6.96)

i HY + pn HY = po HY. (6.97)

Substituindo as expressdes dos componentes dos vetores de E e H, equagdes (6.86) a
(6.91) nas equagoes (6.92) a (6.95) e considerando que cos@; = cosf,, 7, = 7, = ¢ teremos

fEﬁ cosB; + Eﬁ cos B, = fEﬁ cos 0,

" (Eﬁ - Eﬁ) cosf; = Eltl cos 0, (6.98)
E' +E, = E*, (6.99)
[€1 = [€1 = /€2 ot
—/—cosO;E" + ,/—cosO.FE = —,/—cosO,FE
Ho + Ho + Ho i
(B — E7)\/e1 cosb; = \/e5 cos O, E, | (6.100)

VB = BB
125} M1 M2
" VEL(E] + E) = /& Ef. (6.101)

Substituindo, agora, as expressoes dos componentes dos campos em (6.96 ) teremos
Elf?lilsenei + Elﬁﬁsener = EgEltlsent?t

ou
VELVEsend; (EH +E )= \/_\/_seHGtEH
e pela lei Snell, equacao (6.85) fica
VeL(Ej + Ef) = Ve,

que ¢é o mesmo resultado obtido em (6.101).
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Procedendo da mesma forma em (6.97)

141 4 /E—sen(? EJ_ + 1y /—sen9 EJ_ = 2, /E—2$en9tEﬁ_
H1 M1 H2

w/ulslsenﬁi(E'ﬁ_ + E]_) = ,/ugsgsenﬁtﬁi

ou
cnysenb; (B + E7) = cngsenb, B .

Como
nisenfl; = nssenfs,

obtemos
E\ + E| = E!
que ¢ idéntico ao que foi obtido em (6.99).
Vemos, portanto, que as condicoes de contorno nos componentes normais sao automa-
ticamente satisfeitas.
As equagoes (6.98) a (6.101) formam um conjunto de quatro equagoes das quais duas sdo
para os componentes paralelos ao plano de incidéncia e duas sao para os perpendiculares,

ou seja os componentes perpendiculares sao independentes dos componentes paralelos.
De (6.98) e (6.101) fazendo

n = /el = c\/epg

podemos explicitar E|| e E‘ﬁ em funcao de E‘ﬁ

~ ~ - Eﬁ cosf; — Eltl cos 6,
( ﬁ — Efl)cos 0; = Eﬁ cos 0, |7| =

6.102
cos0; ( )

\/_( +EH) \/_Eﬁ

Ef= \/E \/E i (6.103)

Substituindo Eﬁ dado pela equagdo (6.102) fica

_Et
ny ~, Hcosﬁ Hcosﬁt

o no cosb;

~ 0 ~i
B (1+ = t) 2”1EH
no cosd;

LB = —me (6.104)
i ny cosfy
L+ n; cos 6;

ou

onycos;  ~
1 (6.105)

- E!
= ng cosf; + ni cos b,
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Explicitando E em (6.103)

S
s _ BBl g
I ny 'y I
na
Substituindo (6.104) nesse resultado fica
N 201 Fr . 2F; .
By =—m B g - F
s - nq cos 0t - nq cos 0t
I+ ng cosb; n I+ no cosb;
CE 2n49 cos 0; ~i no cos B; — nq cos b B
all no cos 0; + nq cos b, 1™ hgycos®; +nqcosf, |l

N9 cosB; — nq cos by ~i

B = : 1

™ ngcos; +nycosf; | (6.106)
De (6.99) e (6.100) encontraremos de modo semelhante que

= 2n4 cos 8; ~;

Bl = 6.107
L7 nycos; +ngcosfy - ( )

e
B — n1 cosf; — ng cos by ~; (6,108

l.
n1 cos 0; + na cos b,

Essas expressoes podem ser reescritas em uma forma alternativa utilizando a lei de Snell.

Encontraremos:
2senf; cos b; ~i

~t

o i 6.109
1™ sen(6; + 04) cos(0; — 6;) ! ( )
~  tan(f; — 0;) ~
El=———F 6.110
1 tan(6; + 6,) " !l ( )
~ 2senf; cos 0; ~i
El =—F—F 6.111
+ sen(6; + 0:) + ( )
ET = ME“ (6.112)

L7 sen(0;, 460,

O angulo de incidéncia #; é sempre real e, desde que nao ocorra reflexao total, §; também
o serd. Sendo assim, os fatores trigonométricos em (6.109) a (6.112) serdo ntiimeros reais. As
fases dos componentes transmitidos e refletidos serao iguais aos dos respectivos componentes
incidentes ou entao diferirao de 7.

Os componentes transmitidos sempre terao os mesmos sinais dos componentes inciden-
tes, ou seja, estarao em fase.

O mesmo nao ocorre para os componentes refletidos que poderao ter o mesmo sinal ou
nao do componente incidente, a depender se 8; é menor ou maior que 6;.

Se o meio 2 for opticamente mais denso que o meio 1 (ng > n1) teremos, pela lei de Snell,
0; < 60; e, de acordo com (6.112), o componente perpendicular da onda refletida terd sinal
oposto ao da onda incidente e, portanto, diferem em fase de m rad. Ainda nessa condigao,
de acordo com (6.110), o fator tan(f; — 6;) serd positivo, porém, o denominador tan(f; + 6;)
poderd ser positivo ou negativo a depender se 6; + 6; é menor ou maior que 7/2 rad.
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Se o meio 2 for opticamente menos denso que o meio 1, teremos 6; > 6; (o limite para
reflexdo total é 6; = 7/2) e, portanto, E]_ estard em fase com Eﬁ_e Eﬁ podera ou nao estar
em fase com Eﬁ a depender se tan(f; + 6;) é negativa ou positiva (; + 6; maior ou menor
que 7/2 rad).

Caso particular: para incidéncia normal (§; = 0) teremos 6, = 0 e nao cabe definir

plano de incidéncia nem componentes paralelo e perpendicular. A aplicacdo das equagoes
de Fresnel darao como resultado nessa situagao limite:

) 2

El = E 6.113
1= =7 (6.113)
~t 2 ~1i

E| = E 6.114
1 Z_f'i_l 1 ( )
. m2_1

E, =2 | 6.115
1= m g (6.115)

E =-1 — Bl (6.116)

6.9.1 Reflexao total

Vimos que, quando o meio 2 é opticamente menos denso que o meio 1 (ng < ny) o angulo 6,
é maior que o angulo ; pois senf; = nj/ny send;. Quando 6; atinge a situacao limite igual
a 7/2 a onda transmitida propaga razante a fronteira e o valor correspondente do angulo
de incidéncia, chamado de angulo critico, é dado por

n2

== 11
senf o (6.117)

Para os angulos de incidéncia superiores ao angulo critico, verifica-se experimentalmente
a existéncia de reflexao total da onda na interface nao havendo valor real de 6; que satisfaga
a lei de Snell. Contudo, um angulo complexo pode ser encontrado e as consequéncias serao
mostradas a seguir.

De n
senf; = —lsent%
n2
teremos
cosfy = +4/1 — sen?6; = +j/sen?6; — 1
sen20;
cocosby = L5y | ————= — 1. 6.118

O fator €™ na onda transmitida valera
eIt — EilKz2(senbyz+cos Orz)—wt] _ e][%(sen&swrcos Otz)fwt}

n

=1

j ﬁn—lseneixfwt] +
e

20,1 w
) ejTt _ ej[vz n sen?6; —1 v ?

n

[NV

(6.119)
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onde pode-se observar que a onda propaga oscilando ao longo do eixo 0z, que esta no plano
de incidéncia, variando exponencialmente na direcao do eixo 0z. Nessa expressao, apenas a
exponencial negativa tem sentido fisico, correspondendo a uma atenuacao nos vetores dos
campos. A profundidade de pentracao é da ordem de

v2 A2
w 27

ou seja, da ordem do comprimento de onda. Vale a pena notar que existe vetor E e H no
meio 2, contudo, nao propagam ao longo do eixo 0z.

Vejamos o que ocorre com as amplitudes dos componentes paralelos e perpendiculares
da onda refletida.

Da equagao (6.106) teremos

na R n2 . _ no
. e cos 0; — cos 8, ~ (m) cos 0; ny COS 0, ~
I~ n2 = 2 I
2 cosf; + cos O
n1 @ t w2 ) cosf; + 12 cos by

Substituindo (6.118) com o sinal positivo fica:

2
. (Z—f) cost; — 127, /(1k sen 0;)* — 1 )
E =
Il Il
(Z—f cost; + 127, /(1k sen 0;)* — 1

2
(Z—f) cosf; — j,/sen? 0; — (Z—f)Q ~

LB = > - (6.120)
(ﬂ) cosB; + j,/sen? 6; — (B2)2

n1 ni

N—
[N~}

Da equagao (6.108) teremos

~ cosl; — 22 cosb; .
[= R
cos; + Z—f cos 0
Substituindo (6.118) com o sinal positivo fica:

cosB; — 7, /sen2; — (%)2 ~
ET = E'. (6.121)
cost; + j,/sen?; — (72)?

Observando (6.120) e (6.121) podemos concluir que
Bil =B}l e |EL|=|ELL
Como veremos posteriormente, a intensidade da onda é proporcional ao quadrado do

modulo do vetor do campo e, sendo assim, a intensidade da onda refletida é igual a inten-
sidade da onda incidente em um processo de reflexao total.
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6.9.2 Reflexao na superficie de um condutor perfeito

A reflex@o e a transmissdo de uma onda na fronteira entre um dielétrico e um condutor é
por demais complexa para ser analisada nesse texto, no caso geral. Nos restringiremos ao
caso da fronteira de um dielétrico com um condutor perfeito. No interior de um condutor
perfeito nao existem vetores E e H oscilantes no tempo, de forma que, a aplicagao das
condigoes de contorno tornam-se bastante simples.

Analisemos o que ocorre para os componentes perpendicular e paralelo dos vetores dos
campos utilizando a mesma figura correspondente a dois dielétricos, retirando apenas a onda
transmitida. A lei da reflexdo continua valida, pois, sua deducdo independe dos meios.

Iniciando com o componente do vetor E perpendicular ao plano de incidéncia, a condigao
de contorno para o componente tangencial de E diz que nao deve existir tal componente na
superficie do meio 1 uma vez que a mesma nao existe no meio 2. Logo, somos obrigados a
concluir que B _

Bl =-FE} (6.122)

ou seja, o componente perpendicular de E sofre uma inversao de fase no processo de reflexao.
O componente perpendicular do vetor do campo elétrico total no meio 1 serd dado pela soma
do vetor incidente com o refletido

EJ_ = Eie‘?'ﬁ + Eie]"l’r — Ei(e]Tl o e‘jTT),
Substituindo as expresoes de 7; e 7. dadas em (6.86) e (6.90) teremos (com 6; = 6,.)
E'J_ = E’i{ej[lﬁ(sen0m+cosl9iz)*wt] _ ej[Kl(seneizfcoseiz)fwt]}
. Ei = Ej_ej(seneq,x—wt) [ejK1 costliz _ ,—jK1 cosaiz} = 2j sen(K cos giz)Ej_ej(K1sen97,x—wt)
S B = 2jE sen (K. z) e/ Kier=et)

Klz K1 COSGZ' (6123)
Klz = Klsenﬁi.

Analisando essa expressao percebemos que, na diregao do eixo 0z (com z = cte) existe
a formacao de uma onda estaciondria com um né em z = 0 e nés subsequentes em

nm

Zz= =,
Klz

n=1,23.

Observe também que o comprimento de onda ao longo do eixo 0z é maior que o da onda
incidente pois
2 2 2 A
" u T __. 4 (6.124)

Ky, Kjcosb,; i—’lr cos@;  cosb;

Az =

Ao longo de uma reta paralela ao eixo 0z (com z # nn /K1) temos uma onda progressiva

com um comprimento de onda

2T )\i
== _ 6.125
Ky, senb; ( )

maior que o comprimento de onda incidente. Também, a velocidade de propagacao nessa
diregao sera maior e dada por

Az

w w v
K1, Kisenf; senf;

vy = (6.126)
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Em resumo, existe uma configuragao de onda estaciondria na diregao 0z e onda progres-
siva na direcao Oz.

Vejamos agora o que ocorre com o componente paralelo ao plano de incidéncia do vetor
E.

Observe que, nessa situagao, o componente do vetor H associado ao componente de
E é o componente perpendicular, H;. A aplicagao da condigdo de contorno na interface
nao é imediata uma vez que a descontinuidade nesse componente (que é o componente
tangencial) é igual & densidade de corrente superficial, j; que deve existir, uma vez que
0 2 meio é um condutor perfeito e tais correntes sao induzidas pelo campo elétrico da
onda. Consideremos novamente a condicao de contorno no componente tangencial de E e
relacionemos o resultado com o vetor H via a impedéncia intrinseca do meio.

Do fato do componente tangencial do vetor E ser nulo deveremos ter novamente

E} = -E]

E; = componente tangencial ou, de acordo com a figura (6.12), E; = E; e, pelas equacoes
(6.86) e (6.90),

,Eﬁ cos el = fEﬁ cos 0,.e7™ comb,=0;ez=0.
- B =E. (6.127)
Consequentemente, os componentes perpendiculares de H associados serao tais que
Hi =H]  (emz=0) (6.128)
uma vez que
Rl
Z
Z = impedancia intrinseca do meio 1, mostrando que nao ha inversao de fase no componente
H,.
Escrevamos entao ~ ~
= _ B = i
Hi = eimi e HY = e,
LTz LTz

O campo total sera
i
H, =H, +H| = %(ej“ + el

Ei
. HL _ Il ej(Klsean,x—wt) [ejKl cosB;z + e—jKl cosaiz}

~ E! )
H, = 2% cos K1, zed (FKizz—wt) (6.129)
K., = Kjcosb;
K, = Kisenb;

com comportamento semelhante ao caso anterior, para o vetor F | , diferindo no fato de que
em z = 0 temos uma anti-né da onda estacionaria de H | .
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Para o vetor E;| podemos analisar os componentes E,, e E, dados pelas equagoes (6.86)
e (6.90)

E, = —Ejcost;e’™, E = Eﬁ cos 0,el™

E; = Eﬁsen@iej”, E; = E‘ﬁsen@rej“, com 6; = 0,.
O componente total na diregao x vale
E,=E.+E = Nﬁ cos f; (eI — eI, pois E‘ﬁ = Eﬁ
_ E"L‘ cos 6; {ej[Kl(sen@r;c—cosarz)—wt] _ ej[lﬁ(senéﬂ—&-cos&z)—wt]}
- 3

_ E|Z| COS aie](KlsenGix—wt) [e—]Kl cosbz e]Kl cos Giz}

E, = Eﬁ cos 0, e FKiez=wt) [—2] senK1, 2]
E, = —QjEﬁ cos O;sen (K, z) e Freo—wt) (6.130)

O componente total na diregao z vale

E.=FE +E = Eﬁsen@i(ej” — ™), pois Eﬁ = Eﬁ
B, = 2Eﬁsen9i cos (K, 2) el (Kie z—wt) (6.131)

Vemos, portanto, que ambos os componentes, F, e E, tem a forma de onda estacionaria
abaixo do plano refletor. Observemos, contudo, que a posicao dos nds para o componente
E, coincide com a posicao dos anti-nés para o componente F, e vice-versa.

6.9.3 Reflexao na superficie de um condutor sob incidéncia normal

Como vimos, anteriormente, quando a incidéncia é normal (; = 0) ndo existem componen-
tes paralelo nem perpendicular e, nesse caso, é possivel calcular, com simplicidade, o que
ocorre com a onda refletida e transmitida na interface dielétrico-condutor.

Consideremos que uma onda plana no meio 1, cujas constantes sao €1 e up, incide
perpendicularmente em um meio condutor, meio 2, cujas constantes sao €q2, u2 € g2 (Fig.
6.13). Ambos os meios sao infinitos.

Como sé existem componentes tangenciais a interface, deveremos ter a continuidade
desses componentes

B4 Er—Ft
H'— H" = H'.

Contudo, podemos relacionar E e H através da impedancia intrinseca de cada meio.

Ei=Z7Z.H', E" =ZH", E'=Z2H"
Teremos entao
Er_ft— _fi
Er Et Ei

RN
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Figura 6.13: Vetores dos campos de uma onda que incide perpendicularmente na fronteira
entre dois meios.

Suponhamos que E* seja conhecido, resolvendo o sistema encontraremos

~ Zo— 7y ~,

Er=22_21F (6.132)
Zoy+ 7y

- 270  ~.

Et= 222 _F (6.133)
Zo+ 724

ou, para o vetor H

=Ty~

H =222 (6.134)
Zoy+ 71

- 27, ~

H' = =21 q,. (6.135)
Zo+ 724

Como exemplo, suponhamos que uma onda eletromagnética no ar incida em uma chapa
de cobre suficientemente espessa (espessura muito maior que a profundidade de penetracao)
de modo que possamos desprezar a reflexao que ocorrera na outra interface. Consideremos
f =1 MHz e os seguintes dados:

H1 = Mo, M2 = o
€1 = E€o, E9 R EQ
g2 = 5,8x 107 mho/m

teremos entao:

7 = ? ~ 377 Q
0
e de (6.62)
22 ~ w \_—450 ~
g2

0,00037 € | —45°.
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Pelas equagdes (6.132), e (6.134)

ET  3,7x107%|—45° — 377
— =2 ~ —0,999 [—0,00008° ~ —1
Ei 3,7x10-%[—45° + 377 999 |

H" E"
= —— =~ 1.

Hi  Ei
Observe que o resultado é muito préximo do que seria obtido para um condutor perfeito.
Para a onda transmitida encontraremos, utilizando (6.133) e (6.135)

Et

= =1,96 x 107% | —45°
E’L

ﬁt

= ~ 1,999 |0,00004° ~ 2.
Hz

6.10 Polarizacao na reflexao

Como vimos, no processo de reflexao as amplitudes dos componentes dos vetores dos campos
tem seus valores alterados de modo distinto, sendo possivel, portanto mudar o estado de
polarizacao da onda.

Na reflex@o na interface entre dois dielétricos, o componente paralelo refletido do vetor
E é dada pela equagao (6.110)

ET _ tan(@i — 915) =i .
'™ tan(6; +6,) !

Na situagdo em que 0; + 6, = 7/2, ou seja, quando os raios transmitido e refletido sao
perpendiculares entre si, o denominador do termo direito da expressao tende ao infinito
anulando o componente paralelo refletido. Para que 0; +6; = 7/2 é necessério que o dngulo
de incidéncia seja tal que

7r
senf; = sen(§ —6;) = cosb;

mas, pela lei de Snell,
ni
senf; = —senb);
n2
n n
c.cosl; = —lsent%, . tanf; = ey (6.136)
Nno ni
O angulo #; dado pela equagao (6.136) é conhecido como angulo de polarizagao ou angulo
de Brewster (descoberto em 1815 por David Brewster): “Se a luz incide nesse angulo, o
vetor elétrico da luz refletida nao tem componente no plano de incidéncia”. Isso significa
que, se por exemplo, uma onda elipticamente polarizada incidir com o angulo de Brewster, a
onda refletida serd linearmente polarizada na direcao perpendicular ao plano de incidencia.
A titulo de comparacao, o indice de refracao da dgua na regiao visivel do espectro é em
torno de 1,3 fazendo com que a interface ar-dgua possua um angulo de Brewster em torno
de 53°. Contudo, na faixa de radiofreqiiéncias (baixas frequéncias) o indice é em torno de
9 fazendo com que o angulo de Brewster esteja em torno de 84°.
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O sentido de giro e a razao axial de uma onda elipticamente polarizada também podem
mudar no processo de reflexao, uma vez que existem mudangas nos médulos e nas fases dos
componentes refletidos.

Por exemplo, considere uma onda elipticamente polarizada com uma razao axial Eﬁ / Ej_
= 1, 5 polarizada a direita incidindo & 45° na interface ar-poliestireno, ny /ns = 1/1,64. Pela
lei de Snell,

1
6; = arcsen( ol send5°) = 25,5°

)

e por (6.110) e (6.112)

~ tan (45° — 25,5°) =, -
fr - tan (45" = 25,5%) i =0,12E]
tan (45° + 25, 5°)

sen(45° — 25,5°) ~, ~,
- Ei = —0,35E".
sen(45° 4 25,5°) "+ I

E} =
A razao axial da onda refletida valersd

0,12
RA = ——0 = 221 5= -0,34x1,5=-0,53
(RA) E. 0,35 ’ ’ ’

e, como a componente perpendicular refletido tem sinal contrario ao do incidente, o sentido
de giro inverte.
Para a onda transmitida teremos por (6.109) e (6.111)
~ 2sen25, 5° cos 45°

B = Ej, = 0,68E|
1™ Sen(45° + 25,5°) cos(45° — 25,50) I = 72l

~ 2 sen25, 5° cos 45° ~. ~.
L= : Bl =0,64E"
sen(45° +25,5°) - 4

logo
~ 0,68

A) =
(RA) 0,64

x1,5=1,59

e a onda transmitida tem o mesmo sentido de giro da onda incidente.

6.11 O vetor de Poynting

Partindo das equagoes de Maxwell, é possivel mostrar que associada a uma onda eletro-
magnética existe um fluxo de energia relacionado com os vetores dos campos.

Das equagoes
0B oD
tE = ——— tH=J+ —
ro ot e ro + ot

multiplicando escalarmente a primeira por H, a segunda por E e subtraindo uma da outra

temos que

oD OB
E-rotH-H-totE=E-J+E-2— +H.- 2.
ro ro TR TR
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O termo da esquerda pode ser escrito como o divergente do produto vetorial entre os
vetores Ee H

. oD 0B

ot OE oH
“divExH) =E-J+cE- 2 4yl S

iw(E x H) +e 5 +p BN

. e 0 uw o
—div(ExH)=E- Ry Ny £
o —div(E x H) J+28t +28t

Integrando em um volume V' limitado por uma superficie fechada S teremos

0 [« 0 [ u
— [ div(ExH)dv= | E-Jdv+ — [ =E?dv+ — | SH?dt.
/zv(x)v / U+8t/2 v+8t/2
v v v v
Aplicando o teorema da divergéncia no termo a esquerda teremos

N 0 [« 0 [

— [ (ExH)- = [E. — [ =E? — [ ZH?

/( x H) - nds / Jdv+8t/2 dv+8t/2 dv
S \4 \4

<

ou

=g 9 €2 | Moo
—/(ExH)-nds—/E-Jdv—i—&/bE +§H}dv.
S 14 1%

/E~Jdv

v

Analisemos cada integral:

a)

representa a poténcia instantanea (calor por unidade de tempo) produzida pelo volume V
como pode ser visto se a aplicarmos a um resistor cilindrico onde E seja paralelo a J e
constante

/E-Jdv:E/Jdv:E/idleileVi
% % c

9 €2 Moo
at/bE +2H}d”
v
pode ser interpretada como a taxa de variagao da energia acumulada no interior do volume
desde que admitamos que £/2 E? + 11/2 H? represente a densidade de energia também para
campos variaveis no tempo, uma vez que isto ja foi demonstrado para campos estaticos.
¢) Portanto,

—S/(EXH)-ﬁds

é a poténcia relacionada ao calor gerado por unidade de tempo mais a taxa de variacao da
energia acumulada.
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Pela conservacao da energia somos obrigados a concluir que essa expressao representa a
taxa com relacao ao tempo da energia que atravessa a superficie S em diregao ao interior
do volume V. Portanto a expressao

S/(ExH)-ﬁds

serd a taxa com relagao ao tempo da energia que flui para o exterior através da fronteira.
Define-se o vetor de Poynting, S, como:

S=ExH (6.137)

e o interpretamos como um vetor que mede a energia por unidade de tempo por unidade
de drea (ou seja a intensidade) que atravessa a fronteira. A diregdo do fluxo da energia é a
direcao de S.

Existe uma certa arbitrariedade na interpretacao do vetor de Poynting uma vez que a
integral de S é que representa a taxa do fluxo da energia. Poderiamos adicionar a S o
rotacional de um outro vetor qualquer e ainda teriamos que

/div(E x H + rotF)dv = /(E x H) - nds + /div rotFdv
1% S %

= /S -nds + 0, pois div rotF = 0.
5

Contudo, a aplicagao do vetor de Pognting tem sido realizada cuidadosamente em
inimeros experimentos e nenhuma contradigao com os resultados experimentais tem sido
encontrada. Esse fato nos leva a crer que a interpretagao do vetor de Poyting seja correta.

6.12 Notacao complexa e o vetor de Poynting

A definicao do vetor de Poynting envolve o produto de dois vetores reais dos campos resul-
tando um outro vetor real.

A utilizagao da notagdo complexa para os vetores dos campos nao pode ser feita direta-
mente uma vez que a operagao envolvida, produto de duas grandezas reais, é diferente da
parte real do produto de duas grandezas complexas. Vejamos como proceder para a onda
plana harmoénica:

Tinhamos _

E(r,t) = Re{Eq(r)e 7}

H(r,t) = Re{Ho(r)e 7*'}.
Contudo, a parte real de um nimero complexo pode ser escrita como a soma desse

nimero com o seu conjugado, logo

E(r,t) = [Eo(r)e—jwt + Eg(r)eﬂ‘wt] (6.138)

H(r,t) = {ﬁo(r)e_j‘”t + ﬁé(r)ew}

NN =
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e o vetor de Poynting serda dado por

[Eo(r)e*j‘”t + Eg(r)ej‘”t} [ITI()(r)e’j“’t + Itla(r)ej”t}
S =E(r,t) x H(r,t) = 5 X 5

11~ ~ , o~ o~~~
S= [EO x Hoe~ %t + By x Hj + B} x Ho + B x ng%“t} .

As observacgoes experimentais envolvem, normalmente, um tempo longo, 177, quando
comparado com o perfodo, T, da oscilagdo (T’ >> T) de modo que os resultados das
medidas experimentais refletem uma média no tempo de observagao.

T/
1
S>= S(t)dt.
<S>= o (t)
—T
Teremos, portanto,
B« T B« H E* %« H
EO X 0 ]. — 25wt EO X 8 ES X 0
<S>=—"C_—"___ Ttdi
1 o / c TTr T
_7’
~ IA_i Tl
EfxHj 1 2wt
4 1 ST / e dt.
_T7’
Mas ,
L e—2jwtdt _ L Le_Qth v = izsen (Q(UTI)
2T *2](&) 2T T 4m T

—_T7’

e, como T >> T, teremos que essa integral tende a zero.
Resultado semelhante obteremos para a outra integral.
Portanto,
EoxH; EjxH 1 ~ ~
<S>= 04 O+ 04 0:§R6{E0XHS}.

O vetor de Poynting complexo é definido por

~ E\xH;
S=22""0 (6.139)
2
Obs: O vetor S assim definido ¢ um fasor (ndo depende do tempo !)
Em uma onda plana elipticamente polarizada propagando ao longo do eixo 0z, em um
meio cuja impedancia caracteristica seja Z , dada por exemplo como:

E=E,X+E,y

com



190 Newton Barros de Oliveira

teremos
Também,

e por (6.33) e (6.35)

HXx+Hy= 5
onde fizemos z = K.
Desenvolvendo o produto vetorial fica
- - E, . E,. - 1, ~ .~
H,x+ Hyy = —7yx + Y S Ho= E(_EOyX + Eo.y)-

Teremos da equagao (6.139)

(*E'oy§ + E‘()x?)
Z

1 ~ =
<S>= iRe {(E():nx + Eoyy) x

)

T I o Tk 2 2
<8 5= Lo Poelie HPoko o U L ) B0+ Boy g
2 VA Ze—i®
pois Z = ZeI® no caso geral,
1 E§, + Ej . 1E} .
S8 >= 5% CosSPzZ = 5% cos ¢ Z. (6.140)

Se 0 meio for dielétrico perfeito, ¢ = 0 (impedéncia real).

Em geral, sempre que o vetor E for decomposto em dois componentes perpendiculares
entre si (E, e E,, E) e E etc.) Ey e Ey, podemos dizer que

1 B} + EZ, 1 E2
=——=—=¢

5 Z 0S¢ = ——-cos¢ (6.141)

<S> =
27

_ 2 2
com Ey = \/E§; + Egy.
No caso de polarizacao circular ou linear a 45° onde os dois componentes tem o mesmo
modulo, Fy = Es, podemos dizer que metade da intensidade estd associada a um compo-

nente e a outra metade estd associada ao outro componente.

6.13 Intensidades das ondas na fronteira de dois meios
dielétricos

Quando uma onda plana incide na interface entre dois meios dielétricos, segundo um angulo
de incidéncia 6;, a energia por unidade de drea por unidade tempo (intensidade) que chega
a interface S}, é dada pela projecdo do vetor de Poynting na diregdo da normal a interface

< 8L >=< 5" > cosb; (6.142)
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< S! >= intensidade incidente normal média.
Para a onda refletida teremos do mesmo modo
< S) >=< 85" > cosb,, 0, =0,
e para a onda transmitida

< S; >=< S' > cosb,

ni
=< 8> cos {arcsen—senei} .
n2

Da conservagao da energia deveremos ter
<8 >=< 8>+ <S>
ou

<S> <S>

1= . .
<SL> 0 <SL >

Definimos a refletibilidade R e a transmissividade & como
T t
_< S,_L > o g < S,.I >
<S5y > < Sy >

logo
R+ =1.

191

(6.143)

(6.144)

(6.145)

(6.146)

A refletibilidade e a transmissividade dependem da polarizacdo da onda incidente. Am-
bas podem ser escritas em funcao da refletibilidade e transmissividade dos componentes

paralelos e perpendiculares ao plano de incidéncia.

Considerando que o vetor E{ forme um angulo v com relagdo ao plano de incidéncia

teremos:

ESH = E} cosy e E}| = Eiseny

e de acordo com (6.141) com ¢ = 0 e (6.142) teremos (em meios dielétricos com p = pg)

2

, 1 E} 1 (E} cos~y)?
< S, >H:§ Z‘l‘ cos@i:§%cosﬂi
o< Sﬁl > =< Sﬁl > cos? .
Também,
.9 .
) 1E} 1 (Elsenvy)?
< Sy >L:§ %j cosﬁi:§(0T7)cosﬁi

<S> =< S > sen?y.

Para a onda refletida, das equagoes (6.141) com ¢ = 0 e (6.143) fica

-2

‘ 1 Eg) " cos b,

<SS g
r 2

1 Ej “cost,

S/"
U R

com 0, = 0;

(6.147)

(6.148)

(6.149)

(6.150)
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A refletibilidade serd dada entdao por

<S> <S> <S>0

R= . .
<S5y > < Sy >
mas por (6.147) e (6.148)
<Sp > <SE>L <SSy, <S5, >0
R = — + uX = T cos®y + —2"=sen*y.
<S> <S> <S> T g T
Entao
R= §R||COSQ’Y+§RLSQHQ’Y (6.151)
com )
<Sh >y _ By
Ryj=_—gis =7
< Sn > Eé”
e
<Sr'>1 Ej°?
R, = . = —=.
<S8y >1 Ei,
Em termos das férmulas de Fresnel
tan?(6; — 6;)
1= @ e (6.152)
20, — 0
R, = M (6.153)

A figura (Fig. 6.14)mostra como as refletibilidades paralela e perpendicular variam com
o angulo de incidéncia para trés valores da razao entre o indice de refragao do meio 1
(incidéncia) e o indice de refracdo do meio 2 (transmissao).

Do mesmo modo, encontraremos para a transmissividade que

< St >
3 = n 7 — Gy cos? v + I sen?
<Gi > oISy 7
com )
t
S = <S>y Zy cos by Eg),
I <S> Zycost; Eé\f
ou )
t
N ns cos 0y By
S =—
1= 1 cosé, ESHQ
e

2 2
3 <S8t >,  ZjcosO Bl ng cosby Eb |
1= = =—

<Si >,  Zycosb; E8L2 "~ nq cosb; ESJ_T
Em termos das formulas de Fresnel

o sen (26;) sen (26;)
I sen?(0; + 6;) cos?(0; — 6;)

(6.154)



Eletromagnetismo Classico Essencial 193

sen (26;) sen (26,)
sen?(0; + 6)
A figura (Fig. 6.15)mostra como as transmissividades paralela e perpendicular variam

com o angulo de incidéncia para trés valores da razao entre o indice de refracao do meio 1
(incidéncia) e o indice de refracdo do meio 2 (transmissao).

(6.155)

L=

7?’//

1.07
097
0.87
0.7¢
0.61
0.57
04t
03t

0.21 n/n,=0,5

O =0 —0

02 04 06 08 10 12 14 1.6 8 (rad)

n/n,=0,1

02 04 06 08 1.0 12 14 1.6 9, (rad

Figura 6.14: Refletibilidades paralela e perpendicular em funcao do angulo de incidéncia.
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10 n/n,=0,9

0.9 +
0.8 +
0.7 +
0.6 +
0.5 4
0.4 4
0.3 1
0.2 4
0.1 4

n/n,=0,5

02 04 06 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 0 (rad)

n/n,=0,9

| I I

02 04 06 08 1.0 1.2 14 1.6 9, (rad)

Figura 6.15: Transmissividades paralela e perpendicular em funcao do angulo de incidéncia.



Capitulo 7

Ondas guiadas

Até o presente momento nos limitamos a estudar as ondas eletromagnéticas propagando em
meios nao limitados, ou, no maximo, verificamos o que ocorria na fronteira plana entre os
meios considerando sempre uma onda plana harmonica.

Situacoes interessantes ocorrem quando, de algum modo, limitamos o meio de pro-
pagacao de modo a forcar a onda a propagar em determindada direcao, ou seja, situagoes
em que a onda é guiada. Viarios exemplos podem ser citados e estudaremos alguns deles. A
propagacao em dutos condutores retangulares ou cilindricos, linhas de fios paralelos e cabos
coaxiais sao de grande interesse pratico quando se pretende enviar uma onda de um ponto
a outro.

7.1 Ondas entre planos paralelos condutores
Iniciemos estudando a situagdo em que dois planos (placas no caso real) paralelos perfei-

tamente condutores limitam o espago onde desejamos estudar o campo eletromagnético.
Digamos que tais planos sejam paralelos ao plano yz conforme a figura (Fig. 7.1).

X

4

Figura 7.1: Planos (placas no caso real) paralelos condutores.

= =
S
N

Os vetores do campo eletromagnético entre os planos devem satisfazer a condicao de
contorno

E,;=0 e H,=0 (7.1)

sobre os planos uma vez que os mesmos sao condutores perfeitos.

195
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Procuremos um campo eletromagnético com uma, forma oscilatoria do tipo e/“f. As
equagoes de Maxwell tomam a seguinte forma complexa

rotH = (g + jws)E, rotE = fjwuﬁ (7.2)
divH=0, divE=0 (7.3)

(na auséncia de densidades de cargas p).
Aplicando a identidade

rot rotF = grad divF — V2F
aos vetores E e H chegaremos as duas equagoes de Helmholtz homogéneas
VZE=K?’E e V?H=K’H (7.4)
com B
K = /(g + jwe)(jwp).

Na regiao ndo condutora entre os planos podemos escrever as equagoes (7.2) e (7.4), em
coordenadas cartesianas, como:

OH, OH -
9y a—;’ = jweE, (7.5)
OH, OH, -
- = jweE
0z ox Jweby
oH, OH, L~
_ — E
Oz Oy Jwess
OE, OF .
oy o, = Tlwnd; (7.6)
OE, OE, -
dz  Ox = —JwnHy
OF, OE, .
O’E  9’E  O°E -
ozt o g = R (77)
H 9°H 6°H ~
0 0 oH _ —w?peH. (7.8)

Ox? + 0y? + 022

Observe na figura (Fig. 7.1) que os eixos oy e oz estdo em diregbes em que nao existem

limitagoes nos planos de modo que, se admitirmos uma propagacao dos vetores dos campos

em uma determinada direcao, podemos, sem perda de generalidade, posicionar um dos

eixos nessa direcao. Digamos que a propagagcao se dé ao longo do eixo 0z. As solugoes das
equagoes de Helmholtz podem ser escritas na forma de exponenciais na variavel z

E = ]T]oe_:”, ﬁ = IF:I()€_§Z (79)

¥ = «a+ jf a determinar, EO e ﬁo nao dependem de z.
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Nossa hipdtese de que a variacao dos vetores dos campos propagantes se dé apenas na
direcao z faz com que devamos considerar tais vetores como constantes na diregao y, que é
ilimitada. Contudo, a variacao na direcao x ainda deve ser determinada uma vez que existe
limitacao nessa variavel, ou seja, fronteiras onde devemos aplicar as condi¢oes de contorno.

Observando que as derivadas com relagao a z sao do tipo

OB~ - =
& = —’}/Eoe 7 = —’}/E,
oH _~ .~
E = —’}/Hoe 7 = —’}/H
e que nao hd dependéncia com a varidvel y, as equagoes (7.5) e (7.6) tomarao a forma
YH, = jweE, (7.10)
=  OH, -
H ~
% = jwek, (7.12)
x
ﬁﬁy = —jwuH, (7.13)
~ 9B,
—yE, — B —jwpH, (7.14)
OF =
6—; = —jwuH,. (7.15)
As equagoes (7.7) e (7.8) ficardo
O°E 2 2,
W + E=—-w M&E (716)
0°H 221 2, 1
92 +7“H = —w*pueH. (7.17)

O conjunto de equagoes (7.10) a (7.15) é um sistema acoplado que pode ser resolvido
simultaneamente. Vejamos, de (7.11) e (7.13)

~  0H. . [—jop~
FH, — 2 e [ jﬁ"“HQ}
5

ox
=~ wlp ~ —OH, ~ 5 OH.
H. — H, =—" S Hy=————-+
T + F Ox * Y2 4+ w2ep Ox
ou _
~ ~ OH, ~
Hz = *%E, h2 :"}/24’&)25#. (718)

De modo semelhante, teremos de (7.10) e (7.14)

~ —jOJE 8EZ = ? Cr\)E‘z
H, = —= E,=—=— ,
Y h2  Ox ¢ B2 Ox

(7.19)
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e ainda de (7.11) e (7.13)

Ev — ]WM aI’iz

o (7.20)

Nas equagoes (7.18) a (7.20) observamos que as coordenadas dos vetores E e H nas
direcoes x e y dependem das derivadas das coordenadas na dire¢do z. Mas uma coorde-
nada na diregao z, direcao de propagacao, significa que o campo eletromagnético passa a
ter uma componente longitudinal além da componente transversal. Torna-se conveniente,
nesse momento, considerarmos separadamente as trés possibilidades de existéncia de onda
eletromagnética nessa situagao:

1) Onda TE (onda transverso elétrica) - Nesse caso a coordenada E, = 0, porém a
coordenada H, # 0. O vetor E ¢ inteiramente transverso.

2) Onda T'M (onda transverso magnética) - Nesse caso a coordenada H, = 0, porém a
coordenada E, # 0. O vetor H é inteiramente transverso.

3) Onda TEM (onda transverso eletromagnética) - Nesse caso as coordenadas E, =
H, = 0. Os vetores E e H siao inteiramente transversos. Essa onda é usualmente chamada
de onda principal.

7.1.1 Onda TFE

Observando as equagoes (7.18) a (7.20), podemos concluir do fato de que E. = 0 que
E, = H, = 0 enquanto que, em geral, I, e H, nao sao nulos.
A equagdo de onda para E (7.16) tomard, entdo, a forma simplificada seguinte:

8;521; n 72Ey _ _w2H€Ey
ou B
0;? = —h’E,, K =7 +uwpe. (7.21)
Como N N
E, = Eye 7*
temos ~
PEa ek,

cuja solugdo pode ser escrita como uma combinagao linear de senos e cossenos (ou de
exponénciais complexas)

Eyo = Clsen(ﬁx) + Oy cos(f;x), C; e Cy constantes.

Da condicao de contorno E; =0em = =0 e em & = a temos

0 = Cysen(h0) + Cy cos(h0), Cy=0
e 0 = Cysen(ha) + Cy cos(ha)
sen(ha) =0, - h="7" ;m=1,2,3... (7.22)

a
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Logo h é um nimero real (e m nao pode ser zero pois terfamos Eyo = 0 para qualquer
valor de ).
Entao _ - B
E, = Cisen (T:c) e * (7.23)

e pelas equagdes (7.13) e (7.15) temos também

H, = ——,,y C1sen (mx) e ? (7.24)
Jwp a

H, = 04 cos (mx> e 72, (7.25)
Jjwpa a

Para cada valor de m teremos um modo de oscilagao e a nomenclatura para esse tipo
de onda e modo é T E,,q. Posteriormente veremos a razao do indice zero.
Os valores da constante de propagagdo 7 podem ser obtidos pelas equagdes (7.21) e

(7.22)
~ = 5 mi\ 2 5
v=1\/h?—w?pe =1/ (_a ) —w?pue, m=1,23... (7.26)

A depender do valor da frequéncia angular w e dos valores de m a constante de pro-
pagacao pode ser real ou imaginaria.
Para frequéncias suficientemente altas tais que

9 mm 2
w,u€>(—) ,
a

a constante de propagagao serd imagindria pura

5 =B = jy wiue — (?)2 (7.27)

e a onda propagard ao longo do eixo 0z, sem atenuagao, com uma velocidade de fase

e (7.28)
e ()’
e um comprimento de onda
2 2
Dl — - (7.29)
T Ve ()

Pela expressao (7.28) vemos que a velocidade depende da frequéncia, ou seja, o sistema
é dispersivo.
Diminuindo a frequéncia angular, chegara ao ponto em que
9 mm 2
wpe = (—)
a
nesse caso, a frequéncia é chamada de frequéncia angular critica ou frequéncia angular de

corte e vale
1 mm m

We = —/— ) ~-fc:2a —EM-

T (7.30)
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Nessa frequéncia nao hé propagacao ao longo de oz e para frequéncias inferiores a esse
valor, a constante de propagagao serd real

J=a= (E)Q — w?pe. (7.31)

Obteremos, portanto, uma atenuagao ao longo do eixo 0z nao havendo propagagao.
Vale a pena observar em (7.28) que, a medida que a frequéncia cresce com relagdo a
frequéncia de corte, a velocidade vai diminuindo até atingir o valor limite

lim v = L (7.32)

w—00 \EW

Exemplo:
Consideremos o modo T'Ejy (m = 1) e frequéncia suficientemente alta para termos
campo oscilatério ao longo do eixo oz.

2
P> =g =is=iyene= ()

Por (7.23) a (7.25) teremos

E, = Csen (zx) e~9P= (7.33)
a
I?Ix = —ﬁCl sen (ﬁx) e 9Pz
Wi a
H, = —- i C cos (ﬁx> e 9Pz,
Jjwpa a

Introduzido a parte temporal e tomando a parte real teremos

E, = Cisen (gaz) cos(wt — z) (7.34)
H, = 701&% sen (gz) sen (wt — Bz)
H, = Clwiua cos (gaz) cos (wt — Bz + g)
= —C1—— cos (Ex> sen (wt — fz).
wpa a

As linhas de campo tem o aspecto mostrado na figura (Fig. 7.2). O lado esquerdo da
figura mostra as linhas do campo eletromagnético em um determinado instante de tempo.
Observe o enfraquecimento do campo elétrico & medida que se aproxima dos planos con-
dutores. O campo elétrico médximo ocorre na regiao central entre os dois planos para um
determinado valor de z.
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=
Il
S

Figura 7.2: Linhas do campo eletromagnético para um tempo fixo no modo T Ey entre
planos paralelos condutores e detalhe do campo elétrico

7.1.2 Onda TM

Como nessa onda H, = 0, pelas equagoes (7.18) a (7.20) podemos concluir imediatamente
que H; = E, = 0 enquanto que, de maneira geral, E,, E, e H, serao diferentes de zero.

Procedendo de maneira andloga a onda T'E, resolveremos a equacao de onda para H,,
equagao (7.17) e encontraremos

ﬁy = [Cgsen(ﬁac) +Cy cos(fwc)]e_%.

Sendo H, um componente tangencial, ndo podemos aplicar diretamente a condicao de
contorno, que é facilmente aplicavel na componente normal. Contudo, pela equagao (7.12)
podemos encontrar E em funcao de H e aplicar a condi¢ao de contorno em EZ que é um
componente tangencial. Como

~ 1
B oH,
jwe O
temos,
E. = [Cgh cos(ha) — Cyh sen (ha)]e 77

Jwe
Em 2 = 0 devemos ter EZ =0, logo C5 = 0. Além disso, em & = a também devemos ter
E.=0

0= —C4h sen (ha)
jwe
- ha = mm ou h= ?, m=20,1,2,3.... (7.35)

Observe que, nesse caso particular, podemos ter m = 0!
Sendo assim, teremos:

~ mm Cy mm 52
E, = - - sen( o :E)e (7.36)
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e por (7.10)

E, = _lC’4 cos (mz) e V? (7.37)
Jjwe a

com 7 dado por (7.13) com m =0,1,2....
_ Em uma andlise superficial pode parecer que, ao fazer m = 0 e, consequentemente,
E. = 0 juntamente com H, = 0, estarfamos em uma situacao conflitante pois, nesse caso,
as equagoes (7.18) a (7.20) preveem que os outros componentes do campo seriam nulos!
Contudo, essas equagoes resultam das equagoes (7.10) a (7.15) na hipdtese que E. e H, nio
sejam nulas simultaneamente e fazer Ez = ~Z = 0 nessas equagoes nao leva a nenhuma
contradigao.

Como exemplo de onda T'M tomemos o modo T'Mig e, por (7.36) e (7.37), considerando
a parte real das equagOes para o modo oscilatério fica

_omm Cy mm
B o= Srotsen (STw) sen (wi - 52) (7-38)
mm
H, = C(C4cos (TI) cos (wt — Bz)
B mm
E, = w_504 cos (7x> cos (wt — B2) .

O aspecto das linhas de campo pode ser visto na figura (Fig. 7.3).

X X
‘ D PDD RIO] DO O
x=a 2 REEE 3 3500
@ DO © e
@ ® ®
H
(ORUACISSICRTNO) D
[@@@@@@ ) \
— ®
x=0 BR388 a8 222 &
Ly ] >, ¢ 3

H E

Figura 7.3: Linhas do campo eletromagnético para um tempo fixo no modo T M7y entre
planos paralelos condutores e detalhe do campo Magnético

7.1.3 Onda TEM

Nas equagoes (7.38), para m = 0, verificamos imediatamente que EZ =0eque ﬁy e Ex nao
dependem de z! O fato de Ez ser nulo, além de I;'Z, torna essa onda T'M, em particular,
uma onda TEM. Para essa onda, a constante de propagacao dada por (7.26) é imagindria
pura para todas as frequéncias e a onda propaga com uma velocidade

1

NG

idéntica a onda plana no dielétrico ilimitado como mostra a equagao (7.28).
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Para essa onda, considerando € e p como constantes, a velocidade nao depende da
frequéncia como dependem os outros modos da onda T'M.

Qualquer dependéncia com a frequéncia sé podera estar embutida em ¢ e p.

A relacado entre os médulos dos vetores dos campos dados por (7.10), nesse caso, vale

_h_ _“C\f‘ _ \/g (7.39)

we

E,
H,

que é a impedancia intrinseca do espaco livre.
A figura (Fig. 7.4) mostra a configuragao dos vetores dos campos.

X X
\ E
x=a Pl e d b |® @i@
Pl o ¢ o |o |qde
e o o |o|aee H
_ @ @ \g o |®|a4e
x=0
Ly

N
N
<

H E

Figura 7.4: Linhas do campo eletromagnético para um tempo fixo no modo TEM entre
planos paralelos condutores e detalhe dos campos elétrico e magnético.

7.1.4 Velocidade de propagagao

Para as ondas TE e TM, nas frequéncias suficientemente altas para que nao exista ate-
nuagdo, vimos que a velocidade de fase e o comprimento de onda eram dados por (7.28) e
(7.29).

Considerando, por exemplo, que o meio entre as placas é o vacuo, verificamos que a
velocidade de fase é superior ao valor da velocidade no espaco vazio, c. Tal velocidade é
medida ao longo do eixo z e corresponde as variacoes da fase da onda no tempo nessa
direcao. Essa medida pode ser feita a partir da medida do comprimento de onda ao longo
do eixo 0z onde verificamos que o comprimento de onda é maior que no espago vazio e
tanto maior quanto menor for a frequéncia angular (porém maior que a frequéncia critica).
Tal velocidade nao é a velocidade com que uma informacao pode propagar, a velocidade de
grupo, que esta limitada a um valor maximo e igual & c. A velocidade de grupo é dada por

dw 1
vy = % — i (7.40)

vy = 1 Y ( mr )2. (7.41)

7T)2 el aepw
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1 mm 2
Vg = - ( ) (7.42)
oo agp oW
/1
c= , para w — oo
EoMo

e cujo valor minimo, que ocorre na frequéncia de corte onde ggpuow? = (
O produto da velocidade de grupo pela velocidade de fase

No vécuo,

cujo valor méaximo é

mm

)2, vale zero.
a

20, — (m7)2 1
VU = d when = (57) = — (7.43)

Fen— (=) emw o

que ¢ a velocidade de fase no espago livre ao quadrado.

No vécuo,
1 2
VoVgp = —— = ¢~ 7.44
090 oMo ( )

7.2 Ondas em guias de ondas

A situag@o analisada no item 7.1, envolvendo dois planos condutores ou duas fronteiras
serviu para introduzir a idéia de como é possivel guiar uma onda. Contudo, os sistemas que
possuem utilidade ndo podem ser construidos por planos (que possuem extensdo infinita).
Devem existir, também, limitagbes nas laterais de forma a limitar os campos na outra
dimensao. Usualmente utilizam-se dutos de secgao retangular ou circular sendo que outras
formas geométricas também sao possiveis.

Em todos os casos, assumindo que as paredes dos dutos ou guias sao feitos de mate-
rial condutor perfeito (ou quase perfeitos) deveremos solucionar as equagoes de Maxwell
sujeitando-as as condigoes de contorno nas paredes, E; = H, = 0.

7.2.1 Guia de ondas de segcao retangular

Consideremos um guia de secao retangular de lados a e b e comprimento infinito conforme
mostra a figura:

/]
b‘ V Z

Figura 7.5: Guia de ondas retangular
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Assumindo, novamente, que as variagoes dos vetores dos campos na diregao z seja da
forma e~ 7%, as equagoes de Maxwell dadas por (7.5) a (7.8) tomarao a forma:

OH. -~ . -~
By +~H, = jweE, (7.45)
OH. -~ o~
B +7H, = —jweE, (7.46)
H, 0H, ~
% - a@y = jweE, (7.47)
OE. -~ o
By +7Ey = —jwuH, (7.48)
Cr\)Ez ~ T4 . 7
pe +~7E, = jwuH, (7.49)
0E, O0FE, I
8—;’ oy —jwpH, (7.50)
PE  OPE - ~
52 T 02 +7°E = —w?ueE (7.51)
PH  OPH | - ~
92 + 37 +7*H = —w?ueH. (7.52)
Das equagdes (7.46) e (7.48) teremos
~ v 8172 LWE 8Ez
H,=—= — 7.53
e or e oy (7:39)
5 _ 7 0E.  jwpdH.
e de (7.45) e (7.49)
~ 5 0H, jwe OE.
H, = — = - = .
Y = = o (7.55)
~ ~ 3Ez jwp 8ﬁz
E,=—=— — = 7.56
W or R oy (7:26)
com B
h? =72 4+ wep. (7.57)

As condigoes de contorno para esse guia podem ser escritas como:

E,=E,=0 emy=0ey=>

E,=F,=0 emzxr=0ex=a.
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Onda TM

Analisemos para a onda TM (H, = 0):
Observando as equagoes (7.53) e (7.55), vemos que as coordenadas do vetor H do campo
sao dados em funcao das derivadas de E.. Determinemos, portanto, E, a partir da equagao

(7.51). Deveremos ter satisfeita a seguinte equacdo para E,
PE, O°E,

+

Ox? oy? T §2E2 = _w2MEEZ (7.58)

Essa equagao pode ser resolvida pelo método de separagao de varidveis supondo uma
solucao do tipo

E.(z,y,2z) = Ezo(ac,y)67% (7.59)

onde

Eeo(z,y) = X (@)Y (y). (7.60)
Substitundo em (7.58) obteremos
Sd?X | oY

~ o S 9 ~~

fazendo h? = 7% + w?pe e dividindo por XY teremos:

1 d?X 72 1 d?Y
X dx? oy dy?

O termo da esquerda é uma funcao sé de = e o termo da direita é uma fungao sé de y
logo, B
1 d’X

18X 0 p
X dz? +
e ~
1 d?Y ~ ~
Sav? = —A?, A% = constante de separacao, (7.61)
cujas solugoes sao, respectivamente,
X = C) cos(Bz) + Cy sen(Bz), B? = h? - A (7.62)
Y = C5 cos(Ay) + Cy sen(Ay). (7.63)

Logo, _ _ _ _ _
E.o = C1C3 cos(Brx) cos(Ay) + C1Cy cos(Bx) sen(Ay)+

C5Cs sen(Bz) cos(Ay) + CoCy sen(Bz) sen(Ay).

Apliquemos a condicao de contorno Ezo =0emz=0,z=a,y=0ey=20.
Temos em x = 0,

0=C1Cs cos(/Ty) + C1Cy sen(/Ty), Yy
Cl =0.
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Entao, N N N N N
E.o = C2C5 sen(Bzx) cos(Ay) + C2Cy sen(Bzx) sen(Ay).

Em y = 0 temos
0 = C3C5 sen(Bx), V& com B # 0.

Logo, C5 = 0 pois, se Cy = 0, teriamos Ezo identicamente nulo.
Sendo assim,

E.o = CyCy sen(Bz) sen(Ay)

ou
E.o = C sen(Bz) sen(Ay). (7.64)

Mas, ainda temos que determinar BeAa partir das condicoes de contorno restantes
emzxr=aey=>.

Emz=a
0 = C sen(Ba) sen(Ay), Yy.
Logo,
Ba =mn _'.E:m, m=1,2,3....
a
Emy=10
0= C sen (—:L') sen(Ay), Vo
Logo
Zy:mr ,',g:n%, n=1273...
Portanto,
E.o = C sen (mz) sen (n%y) . (7.65)
a

Pela equagao (7.62) temos

n? = (—)2 + (7)2 (que é real) (7.66)

e por (7.57)

=) () ron

onde vemos, novamente, que 7 pode ser real ou imaginario puro a depender da frequéncia
e dos valores de m e n. Considerando frequéncias suficientemente altas para que 7 seja
imagindrio (modo oscilante) fica

?jﬂj\/w%u [(%)ﬂ ("{)2] (7.68)

E. =C sen (mx> sen (%y) e 98z,
a
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Teremos para as outras coordenadas do campo dadas por (7.53) a (7.56)

E, = };ﬂCm cos (mz) sen (n%y) e I8z (7.69)
a a
By = L (M ()
A, = 295 0N o (T2 cos () e
H, = e C 2 sen( " x)cos( 5 y)e
~ —Jwe _ mm mm nmw 8
H, = 707 coS (7x> sen (Ty) e 98z,

Observermos, agora, que a frequéncia angular critica estd dada por
1 mm\ 2 nm\ 2
" — _\/(_) + (1) (7.70)
VEW a b

o= gy () (5 (771

A velocidade de propagagao e o comprimento de onda valem

ou

Y @
B wren— (FF)? - (F)?

v (7.72)

2T 27
T C e

Correspondente a frequéncia critica ou frequéncia de corte existe o comprimento de onda
critico ou comprimento de onda de corte definido pela relacao

)\:

. (7.73)

1
vo = feAe, Vo = \/—E_M
2
Ae = —/—————. (7.74)
2 2
(%) + (%)
Esse comprimento de onda critico é o comprimento de onda de uma onda no espaco
livre, com uma frequéncia igual a frequéncia critica.

Onda TE

Considerando que E, = 0 nessa onda e procedendo de maneira analoga a onda 7'M, deve-
remos resolver a equacao de onda para H,
O?H, 0°H,

dz? + Oy>

+52H, = —w?epH.. (7.75)

Supondo uma solucao do tipo

Hz = HzO(xvy)eiﬁza HZO = X(J?)Y(y) (776)
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encontraremos que

H.o = C1C5 cos(Bz) cos(Ay) + C1Cy cos(Bx)sen(Ay)+

CyCssen(Bz) cos(Ay) 4+ CoCysen(Ba)sen(Ay).

Como nao podemos aplicar a condicao de contorno diretamente em Hg, pois é um com-
ponente tangencial e nao um componente normal, deveremos primeiro encontrar E.q, Eyo,

H,o e Hyo utilizando as equagoes (7.53) a (7.56) e entéo aplicar as condigdes de contorno

em Fgo e Eyo para determinar os valores das constantes.

Teremos entao

- Jw:u 8ﬁz0

Fro=—=
x0 72 ay

v e or

Devemos ter

De y=0:
logo, Cy = 0.
De z =0:
logo, Cs = 0.

Sendo assim,

De y = b:

De z = a:

5o Jwp OH.o _ Jwp

= L2 —C1C3A cos(Bzx)sen(Ay) 4 C1Cy A cos(Bz) cos(Ay)—

B2
sen(Bz)C,yCs Asen(Ay) 4+ CoCy Asen(Bx) cos(gy)}

= [76’1 CsBsen(Bz) cos(Ay) — CyCy Bsen(Bzx)sen(Ay)+
CC3 B cos(Bx) cos(Ay) + CoCy B cos(Bx)sen(Ay) | .

E,=0 emy=0eemy=>

E,=0 emz=0eemx=a.

0= Clc4gcos(§a:) 1+ CyCy A sen(gx), Vax

0= CQC;),E cos(gy) + CyCyB sen(gy), Yy

El-o = ‘7%}—2” [Clcggcos(éx)sen(gy)}

Eyo = el [—0103§ sen(Bz) cos(gy)} .

72
0 = C1C3A cos(Ba)sen(Ab) oAb =nr
A= %ﬂ n=0,123...

0 = C1C3B sen(Ba) cos(Ay) . Ba=mn
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~B=—", m=0,1,23...

Ficamos, entao, com

Ea:O = C%Zcos(éa:)sen(ﬁy) (7.77)

Eyo = —Cj%u—fé sen(Bz) cos(Ay).

Observe que m e n nao podem ser nulos ao mesmo tempo pois nao terfamos campo
algum.

Ainda utilizando as equagoes (7.53) e (7.55) e as constantes ja determinadas teremos
para as coordenadas do vetor H:

=~ AOHo _3Cx = n

H, = o ?B sen(Bz) cos(Ay) (7.78)
~ _ JOoHy AFC: < T

HyO = _ﬁa—y = ?A COS(Bx)Sen(Ay).

Finalmente, de (7.76)
H,o = C cos(Bz) cos(Ay).

Assumindo que a frequéncia é superior & frequéncia critica (modo oscilatério) 5 = j g,
teremos:

H, = C cos(Bz) cos(Ay)e 97 (7.79)
fly = ‘%—ngcos(Ex) sen(gy)e_jﬂz (7.80)
H, = %—ECE sen(Bz) cos(Ay)e 17 (7.81)
Ey = —J;;HC’E sen(éaz) cos(gy)e*jﬁz (7.82)
E,= %Cﬁcos(gx) sen(Ay)e 17 (7.83)
com U —
A== B=— n,m=20,1,2,3...

oo (- (57

e () (5

Como, para essa onda, é possivel ter m e n nulos, porém, nao simultaneamente, teremos
para a onda T'F modos mais baixos que para a onda T'M. Usualmente, a maior dimensao
da secao do guia é convencionada como estando sobre o eixo ox, ou seja, a > b de forma que
o modo de menor frequéncia de corte é o modo TFE,,,, = TFE19. Essa onda é denominada
de onda dominante e é a onda mais usual nos guias retangulares.
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Fazendo m = 1 e n = 0 em (7.79), introduzindo o termo e/*?, e tomando a parte real
teremos:

H, =Ccos (§x> cos(fBz — wt) (7.84)
H,=0
H, = C% sen (§x> cos(fz — wt — g)
E, = CMTW sen (gx) cos(fz — wt + g)
E,=0

com
iy
_ 20, — (2)2.
5 wlep (a)

Observe que para esse modo (T'E1g) a frequéncia critica e o comprimento de onda critico
valem (quando o dielétrico for o vdcuo ou o ar) respectivamente

fo= 2_ca e Ae = 2a (ndo depende de b!). (7.85)

Veja a figura (Fig. 7.6).

X
[
xX=a
y
x=0 %
Ly e
y T”
4 4
z |
\ \ 1 X
Y= E E H
T >,
X

Figura 7.6: Linhas de campo do modo T'E1p em um guia de ondas retangular.

Analisamos os modos TFE e T M para os guias retangulares e poderiamos ser tentados
a buscar solugdes do tipo TEM. Contudo, é facil mostrar que para os guias ocos (sem
condutor central) ndo pode existir tal modo.

Supondo que exista o modo TEM (nao havendo, portanto, componente longitudinal
nem de E nem de H) as linhas de H devem ser contidas no plano transversal a diregao
de propagacgao e como divH = 0 as linhas devem ser fechadas. Pela lei de Ampére, a
circuitacao de H deve ser a soma da corrente verdadeira com a corrente de deslocamento
que “fura” o plano apoiado no caminho de integracao. Contudo, se nao existe condutor
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central, nao pode haver corrente verdadeira e devera haver apenas corrente de deslocamento;
mas, uma corrente de deslocamento implica em haver uma componente longitudinal de E,
o que contradiz o pressuposto de ser uma onda TEM. Logo nao pode existir tal modo de
propagacao!

A escolha de qual modo deve existir no interior do guia (T'E ou TM e valores de m e n )
depende de como a onda é inicialmente formada pelo elemento que a gera (a antena) e sua
posicao com relacao as paredes do guia de ondas.

Diversos modos sao possiveis e também a superposi¢ao desses modos. O tipo de antena
e posicao da mesma no interior do guia, determinara o modo que sera excitado.

7.2.2 Guia de ondas cilindrico de secgao circular

Outra forma de guia de onda, também utilizada, é o guia de secgao circular. Para estudar-
mos esse guia e facilitar a aplicagao das condicGes de contorno é coveniente utilizarmos o
sistema de coordenadas cilindricas considerando a propagacao ao longo do eixo do cilindro,
0 €eixo oz.

Assumindo uma variacdo harmoénica no tempo, e/“*, e uma variacdo exponencial ao
longo do eixo 0z, como anteriormente, as equagoes de Maxwell tomam a forma seguinte, na
regiao nao condutora;:

OH,

m + ﬁfﬂ = jwsﬁp (7.86)

ig; +7Ey = —jwpH, (7.87)
_yﬁp _ 88—% = jweEyg (7.88)
—3E, — 88—% = —jwpH, (7.89)

; [a%@ﬂw - %} = jweE (7.90)
% la%(p@) - %—%] = —jwpt.. (7.91)

Podemos ainda combinar essas equagoes, de (7.87) e (7.88) teremos

WE aEZ B Né)ﬁz

hn*H, = j— == 7.92
e ~ ~
. 5 0F OH

WEy = -1 4 japSz 7.93

6= 006 T, (7.93)

De (7.86) e (7.89) fica

~y~ E. 750H

R2H, = —jwe Ol T OH: (7.94)

dp p 09
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~y ~ VaEZ j%aﬁz
dp p 09

(7.95)

com _
h? =52 4+ w?pue.

Precisamos encontrar F, e H, de forma determinar as outras coordenadas via equacoes
(7.92) a (7.95). Isso pode ser realizado se solucionarmos as equagbes de onda para E, e

H, em coordenadas cilindricas

O*E. 1 0°E. 0°E. 10E, 2 =
— TS O .
P + EarY: + 5.2 + > Op wpe (7.96)

O?H. 1 82°H, 0°H, 10H,
7 T3 7 T z T~
ap p? 0¢ 0z p Op
Essas equagoes podem ser resolvidas pelo método de separagao de variaveis supondo que
(para E, por exemplo)

= —w?pueH,. (7.97)

E. = E.o(p,¢)e 7" = P(p)®(¢)e 7. (7.98)
Substituindo em (7.96) e arrumando encontraremos:

1EP VAP 1P g,
Pdp?2  pPdp ®p? dg? N

ou
2 72 2
d°P dP ~ 1d*®
CLP pdP e 180
P dp P dp ® do
O termo da esquerda é funcao s6 de p e o termo da direita é fungao sé de ¢, portanto,
teremos duas equagoes

1 d?® 9 9 .
Y] = —n”, n® = constante de separacao (7.99)
© 2 2
d*P 1dP ~ n
—+ —— h2— )P =0. 7.100
o7 o +( p2) (7.100)

A solugao de (7.99) é
® = A, cos(ng) + B, sen(ne)

n deve ser inteiro por causa da simetria axial representada por
O(¢p) = (¢ + k2m), k = inteiro.

A equagéo (7.100) também pode ser dividida por h2 e escrita como:

d*pP 1 dP

— =1
d(ph)?  phd(ph)

P=0 (7.101)
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que ¢é a forma padrao da equagao de Bessel na varidvel ph.
Essa equagao é da forma

d*P 1dP :
Tz + = o + [1 — %} P =0, com 7 inteiro.

Uma solugao na forma de série de potencias pode ser tentada
P=agp+aix +asz? + agac?’ + ...

A substituigao na equacao diferencial, para cada valor de n, permite encontrar os coefi-
cientes da série. Para cada valor de n encontraremos:

o0
B B (_1)771 xr\ nt2m
A funcao J,(x) é conhecida como a fungdo de Bessel do 1° tipo de ordem n.
E possivel ainda encontrar uma outra solugao linearmente independente da primeira, a
chamada funcdo de Neuman ou funcao de Bessel do 2° tipo de ordem n, N,(z) e a solucdo

completa seria a combinagao linear das duas
P,(x) = ApJ,(z) + AL N, (z). (7.103)

Contudo, a fungao de Neuman diverge em x = 0, portanto, nao pode representar uma
grandeza fisica no centro do guia de onda, logo A/, = 0, de forma que nos restringiremos
apenas a fungao de Bessel do 1° tipo que converge para todos os valores de x.

Para pequenos valores de x a funcao é dada aproximadamente por:

n

In () = ST’ r << 1. (7.104)

Em particular, Jo(z) =~ 1, T << 1.
Para valores grandes de x a aproximagao é

2
Jn(z) = 4/ —cos (:c - ng - %) , x >> 1. (7.105)

Algumas relacoes tteis:

m%Jn () = ndp(z) —axdpii1(x) = 2Jpo1(z) — nd,(x) (7.106)
d n —_ n
L @] = (@)
L din@) = 2 @)
ndp(z) = x[Jn_1(x) + Jny1(x)]
/ (x)dx = a"J,(x)
/ Jny1(x)de = —z7"Jp(x).
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A solucao de (7.101) serd, portanto,
P(ph) = Ju(ph)
e a coordenada E. do campo serd, de acordo com (7.98),
E. = Jo(ph)[A, cos(ng) + By sen(ng)le 7% (7.107)
Resultado idéntico pode ser obtido para a coordenada IAi:Z

H, = J,(ph)[Cy cos(ng) + D,, sen(ng)]e 7% (7.108)

Onda TM

Nesse caso, H, = 0 e a condigao de contorno para esse caso é que E, = 0 na superficie
interna do cilindro de raio a:
E, =0, para p = a.

Portanto, em (7.107) deveremos ter Jn(fza) =0.

Existem infinitas raizes para a funcao de Bessel. Para obtermos solugao oscilatoria
devemos ter 7 imaginario e, como 72 = h? — w?ue, deveremos nos restringir aos valores de
h? reais que sejam menores que w?ue de forma que os valores de ha que normalmente nos
interessam sdo os correspondentes as primeiras raizes da funcao de Bessel (a menos que a
frequéncia seja extremamente alta).

Para n = 0, a primeira raiz ocorre em ha = 2,405 (encontrada graficamente ou numeri-
camente) e a segunda em ha = 5,52.

Para n =1, a primeira em ha = 3,58 e a segunda em 7, 02.

De forma a manter a mesma notacdo que usamos anteriormente, diremos que (ha),;
corresponde ao valor da j-ésima raiz da fungado de Bessel de ordem n. Assim, (ha)gr =
2,405, (ha);2 = 7,02 e assim por diante. Teremos de maneira correspondente, os modos
T My, TMos.. T M1, TMs... .

Os valores de 7 dados por

7 =3B =\ wne — 1

serdo tais que representaremos 3 por

= ha)nq

As frequéncias de corte serao dadas por

.= — 7.110
fo=5 = ( )
e a velocidade de fase w w

v (7.111)

Bri 1/w2/LE—f~L72W-

De acordo com (7.107) a componente F, é uma combinagao linear de senos e cossenos.
Com uma escolha adequada da referéncia para medirmos o angulo ¢ (devido & simetria axial)
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podemos ter a mesma expressao em funcao apenas do cosseno ou do seno. Escolheremos a
fungao cosseno, de modo que

E. = Ju(ph)A, cos(ng)e 7P, (7.112)

As outras coordenadas dos vetores dos campos sao dadas por (7.92) a (7.95)

~ ) A .
H,= —‘%Jn(ph) sen(ng)e 1> (7.113)
~ jAnwe d .
H = -2""-_ Bz
~ ﬁ ~
E,=—H
P e ¢
~ ﬁ ~
Ey=——H
¢ we P

Onda TE

Nesse caso E, = 0 e as coordenadas dos vetores dos campos dependerao de H, conforme
as equagoes (7.92) a (7.95). A expressdo de H, dada por (7.108) pode ser expressa apenas
pelo termo cosseno com a escolha adequada da origem de ¢ de modo que podemos escrever

H. = J,,(ph)C, cos(ng)e 797, (7.114)

A condigao de contorno deve ser aplicada no componente tangencial de E, que nesse
caso é Ey, em p = a. Para isso escrevamos as outras coordenadas dadas por (7.92) a (7.95).

~ i6C, O s
g,=-2 57y (o) cos(ng)e =57 (7.115)
- inBC,
Hy = jzﬁzp
EP - %ﬁrﬁ

By =~ 1,

Pela condigao de contorno deveremos ter que

p=a

Jn(hp) sen(ng)e=7%*

e as primeiras raizes sdo dadas (graficamente) por:
(ha)y; = 3,83  (ha)}; =1,84
(ha)op = 7,02 (ha)}, = 5,33

correspondentes as ondas T'Fo1, T Eg2, TF11 e TE5 .
As expressoes para 3, f. e v permanecem as mesmas das ondas T'M bastando apenas

substituir os valores de h,; correspondentes.



Capitulo 8

Linhas de transmissao

De modo geral, as linhas de transmissao sao dispositivos constituidos por condutores e/ou
dielétricos capazes de transmitir ou levar um sinal elétrico (uma informagao) de um ponto
a outro com a maior eficiéncia possivel.

Os guias de ondas, as fibras dticas, os cabos paralelos e coaxiais etc. sao todos linhas de
transmissao que diferem entre si na maneira com que os vetores dos campos se propagam.
A geometria da linha é que define os modos de propagagao das ondas elétricas e magnéticas.

Estudamos os guias de onda como uma extensao natural da propagacao das ondas no
espaco quando submetidas as condi¢oes de contorno das paredes condutoras e vimos que
para um guia oco nao era possivel propagar o modo transverso eletromagnético. S6 havia
propagacgao nos modos ditos superiores, TE e T M.

Apesar do estudo das linhas de transmissao abranger os guias de onda, usualmente
utilizamos o termo “linha” para designar os dispositivos de dois ou mais condutores capazes
de propagar o modo TEM e o termo “guia”para os que propagam os modos superiores.
Com essa designacao, as linhas mais comuns sao as linhas de condutores paralelos (lado a
lado), as linhas de dois condutores blindada, a linha coaxial e, mais recentemente, a “strip
line” constituida por uma fita condutora separada por uma chapa dielétrica de um plano de
terra mais largo que foi popularizada com a técnica dos circuitos impressos (Fig. 8.1).

Wi ) &

Figura 8.1: Exemplos de linhas de transmissao: linha paralela, linha paralela blindada,
linha coaxial e strip line.

8.1 Os parametros da linha de transmissao

Em todo o sistema constituido por dois ou mais condutores é possivel associar indutancias,
capacitancias e resisténcias a esses condutores.

217
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Quando os efeitos capacitivos indutivos e resistivos podem ser individualizados em ele-
mentos puramente capacitivos, indutivos ou resistivos, dizemos que os parametros sao lo-
calizados. Caso nao seja possivel localiza-los individualmente, falamos em parametros dis-
tribuidos. Cada elemento ou pedago da linha de transmissao possui indutancia, capacitancia
e resisténcia indissociadas. Falamos entao em reatancias e resisténcia por unidade de com-
primento, de modo que os simbolos usuais R, G, C, L, X., X1, Y e Z passarao, daqui
por diante, a ter esse significado.

8.2 Equacoes da linha de transmissao

Tomemos um elemento infinitensinal genérico de uma linha de transmissdo (representado
aqui como dois pequenos pedagos de fios paralelos) como mostrado na figura (Fig 8.2).

dz Rdz Ldz
L> ®|—| I% H%dl
VT = TV Cdz—= S Gdz \V+dV
o> e

Figura 8.2: Elemento infinitesimal de uma linha de transmissao e circuito equivalente.

A tenséo e a corrente no lado esquerdo sao V(z,t), I(z,t) e, no lado direito,

°)% ol
— I+ —dz.
V+ 5 dz, + aZdz

Pelas leis de Kirchhoff podemos escrever

ov ol
V- <V—|— Edz) = RIdz—l—LdzE

ov oI
S (8.1)

oI ov
I— (IJr %dz) = VGderCdzE

As equagoes (8.1) e (8.2) sao acopladas e devem ser resolvidas simultaneamente. Deri-
vando a 1% com relagao a z e a 2% com relacao a t temos:

0%V ol o921

22~ By Lo (8.3)
¢ 2 2

0“1 ov C@ Vv (8.4)

atoz ot o2
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Substituindo (8.2) e (8.4) em (8.3) temos

2 2
OV _ g (_Gv_ga_‘/) ) (_Ga_v _Ca_V)

52 ot ot ot?
2 2
‘?97‘2/ _(RC + LG)%—‘; - LC%T‘Q/ ~ RGV =0. (8.5)

Esta é uma equacao diferencial de onda para V nas variavéis z e t.
Podemos encontrar uma equacao idéntica para I se derivarmos (8.1) com relagdo a t e
(8.2) com relagao a z obtendo

0%V ol 021
50~ o Lo (8.6)
o921 oV o%v
2~ 9%, o (8.7)

Substituindo (8.1) e (8.6) em (8.7) teremos

2 2
ol _ ¢ <R1Lg) -C (Rg L£>

922 ot at ot
o 0?1 oI %I
- — LG)— — LC— — RGI = .
552 (RC + LG) T Cé)t2 RGI=0 (8.8)
Procuremos solugoes para (8.5) e (8.8) na forma de uma onda harmoénica do tipo
V = Re{Vel*'}, com V = Ve 7* (8.9)
e ~ . ~ ~ ~
I = Re{le/*"}, com [ = [pe 7* (8.10)

Substituindo em (8.5) e (8.8) essas propostas de solugbes complexas encontraremos as
seguintes equagoes em varidveis complexas:

32V — (RC + LG)jwV + LCw*V — RGV =0

32T — (RC + LG)jwl + LCW?I — RGI = 0.

Logo 7 deve satisfazer a equacao

72 — (RC + LG)jw + LCw? — RG =0

.5 =+/—LCw? + RG + jw(RC + LG) (8.11)

ou
Y =a+jB. (8.12)

A substitui¢do das solugdes harmoénicas (8.9) e (8.10) em (8.1) e (8.2) resulta em

ov ~
5, = ~(R+jwl) (8.13)
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o1 ~
— =—(G+jwC)V. 8.14
o = (G + juC) (3.14)
Na verdade, a solugdo mais geral para (8.5) e (8.8) é a combinagdo linear de ondas
harmonicas que propagam em sentidos opostos, tanto para a tensao quanto para a corrente,
cujas variagoes espaciais sao
V=V, 4 Ve 7" (8.15)

I=1I;et 4 Ife 7%, (8.16)

Mas, pela equagao (8.13) vemos também que

~ 1 9V 1 O~ e o~ -
J=————— = (Vye* 4V ie 7?
RijoD) 02 - ®agen o0 ¢ TV
ou N
T v V— ,+t7z v+ =7z
I=——(V, 7V 7). 8.17
R+]WL( 0 € 0 € ) ( )
O parametro
~ iwL
Zo = RJF% (8.18)

¢é chamado de impedancia caracteristica da linha. Observe que de (8.16) e (8.17)

T B N
Y_z o L__z (8.19)
Iy Iy

Substituindo a expressao de 7 (8.11) em (8.18) fica

7 ~ R+jwl R+ jwL
‘ v V—LCw? + RG + jw(RC + LG)

7= R+ jwL _ R +]_wL. (8.20)
V(R + jwL)(G + jwC) G+ jwC

Nota: também podemos escrever

7 B

(G +jwC)

Observando a equagao (8.12) vemos que, em geral, 7 serd um ndmero complexo, que
implicard em um termo de amortecimento e um termo oscilatério nas solugoes (8.15) e
(8.16).

Essas solugoes podem ser interpretados como a superposicao de duas ondas, em geral
amortecidas, propagando em sentidos opostos.
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8.3 A linha de transmissao terminada

Suponhamos que uma impedéancia Z, seja conectada a uma linha de transmissao em z = 0.

A relagdo entre os fasores Ve [ em z = 0 valerd Zp,
N % Ut (T T
7z = v = VB+ * YE = Zc(ijF B_). (8.21)
I Iy + 1, Iy + 1,
Define-se o coeficiente de reflexdo T’ R COMO
~ \V
I'p==> 8.22
o (8.22)
e pelas equagoes 8.19 e 8.21 fica
= ‘7_ T_ Z - Zc
Fp=-L=-0 2L _2¢ (8.23)

W Zu+Z.

O coeficiente de reflexao permite determinar a amplitude da onda refletida em fungao
da amplitude da onda incidente. Observe que, se a impedancia de carga Zp for igual a
impedancia caracteristica Z., nao havera onda refletida pois I'r = 0.

Sendo 7 em geral complexo, é conveniente escrever as equagoes (8.15) e (8.16) em termos
de fungoes hiperbdlicas, uma combinacao linear de senos e cossenos hiperbdlicos do tipo

V = A, cosh (2) + By senh (72) (8.24)

I = Ay cosh (32) + By senh (32) . (8.25)

~Char£1emos de ‘7,; e I, 1 a tensao e corrente na impedancia de carga colocada em z = 0
e Vin e I, a tensdo e a corrente na entrada da linha, suposta ser em z = —I (usualmente
se considera a carga em z = 0 e a entrada em z = —[ de modo que o sentido positivo é em
diregdo & carga) como mostra a figura (Fig. 8.3).

A
? |
z=- z=0

Figura 8.3: Linha de transmissao terminada por uma impedéancia de carga Z I-

Utilizando as equagoes (8.24) e (8.25) em (8.13) e (8.14) teremos

%_‘z/ = Ay7 senh (32) + By7 cosh (3z) = —(R + jwL)I

T -
% = Ao7 senh (¥z) + Ba7 cosh (7z) = —(G + jwC)V
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Ry Y ~ ~

LV = 7m [As senh (7z) + Ba cosh (72)] (8.26)
F_ gl ~ -
1= —W[Al senh (’)/Z) + B1 cosh (’YZ)} (827)

Aplicando a condi¢do V =V e I = I, em z = 0 nas equacdes (8.24) a (8.27) teremos:
Em (8.24) e (8.25)

VL:AllJrO ~'-A1:‘7L
TL=A21+O .'.A2:TL-
Em (8.26) e (8.27)
= gl
Vi =————|0+B
L (G +ij’)[ 2
= v
Ip =————[0+B
v (R—l—ij)[ 1
ou, de acordo com (8.20)
BQ = 7& € B1 = 7]7[‘26.

Ze

Sendo assim, podemos escrever a partir de (8.24) e (8.25) que

V = Vy cosh (3z) — I, Z, senh (3z) (8.28)
= = N7 -
I =1 cosh(yz) — Z senh (7z) . (8.29)
Para uma distancia [ da carga (z = —[) teremos
Vin = Vi, cosh (31) + I1, Z, senh (31) (8.30)
= = 7 -
I, = I, cosh (1) + 5 senh (1) . (8.31)

[

A impedéancia de entrada definida por

= Vi
Zin = == (8.32)
Iin
sera _ o
7o V1, cosh (31) + I, Z. senh (71)
. I, cosh (1) + % senh (1)
_ Y cosh (31) + Z. senh (71)
N 153
.. Lign

cosh (A1) + ’ff—LZ senh (1)
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A Zy cosh (1) + Z, senh (31)

cosh (1) + % senh (1)

. (8.33)

Vemos entao que uma linha de transmissao carregada pode ser encarada como uma nova
impedancia e dizemos que a linha é capaz de transformar a impedancia de carga.

Observe que, se Zj, = Z,., teremos Z;, = Zp, independentemente do comprimento da
linha.

Casos importantes

e Linha curto-circuitada na extremidade. Nesse caso Z 1 =0 e, por (8.33), teremos

Zin.., = Z.tanh (1) . (8.34)

e Linha aberta no extremo. Nesse caso ZL = o0 e, por (8.33), teremos

Zing,.y = Zecoth (1) . (8.35)

Observe ainda que o produto

Zine. Zin,... = Z2. (8.36)

N(sc) “1M(oc)
Ou seja, a impedancia caracteristica de uma linha pode ser medida a partir das
medidas das impedancias da linha curto circuitada e da linha em circuito aberto.

A equagao (8.33) ainda pode ser reescrita como:

5 _ 5 Zu/Zecosh (1) +senh (1) _ 5 Z1/Zc + tanh (1)
" “cosh (1) + Z1,/ Z, senh (1) ‘14 Z1,) Z¢ tanh (31)

ou L
= ~ Zr, + Z.tanh (Y1)

Zin = ZC = =~ .
Ze + Zp, tanh (1)

(8.37)

8.4 Linha de transmissao de baixas perdas

Uma linha de transmissao pode ser projetada de modo que, na frequéncia em que vai operar,
tenhamos a condigao de baixas perdas,

R << wL (8.38)
G << wC,

de modo que a impedancia caracteristica da linha fica dada por:

= R+ jwL L
Zo= | 22 12 11). 8.39
Grwo “No o (realh (8.39)
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A constante de propagacdo ¥ = a + j3 torna-se

7= V(R+ jwL)(G + jwC) ~ jwVLC (8.40)
ou seja vy é imagindrio puro, 7 = jf,

B = wVLC

a = 0.

Caso desejemos levar em conta as perdas, ainda que pequenas, uma expressao aproxi-
mada pode ser encontrada para 7:

~ . R G R G
’)/—]OJVLC\/(l-FjW—L)\/(l"FjW—C), E<<1,E<<1.

Expandindo as duas tultimas raizes segundo a expressao

1
14+2)~14 -z, com z << 1

2
teremos
R G R G
~N =~ jwvV L 1+ —— 1+ — | =~ jwVvL 1+ —4+—+4...
Lt C<+2ij><+2ij) Ju C<+2ij+2ij+ )
~ R G\/L/C
v~ jwVLC + + /
2\/L/C 2
ou L /R
Yy=a+jB= 3 (7 +GZC) + jwV LC. (8.41)

Usualmente, podemos desprezar a parte real («) e, se for esse o caso, as equagdes para
a tensdo e corrente ao longo da linha, equagoes (8.30) e (8.31) tomardo a forma

Vin = Vi, cos (B1) + jIL Z, sen (B) (8.42)

~ o~ Vi
Iy, = I, cos (BI) —&—j% sen (1) (8.43)
e a impedéancia de entrada dada por (8.33) ficard

5 _ 5 cos(Bl) +(Ze/Zy) sen (B)
in — 4L —~ .
cos (Bl) +j(Zr/Zc) sen (Bl)

(8.44)

8.4.1 Linha de baixas perdas terminada em resisténcia R,

Suponhamos que a impedancia de carga seja uma resisténcia pura Rp. A impedancia
caracteristica da linha sem perdas também é puramente resistiva Z. = R. = /L/C. A
resisténcia de carga podera ser menor, igual ou maior que a resisténcia caracteristica, influ-
enciando nas distribuigoes da tensao e da corrente ao longo da linha.
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Analisemos os médulos da tenséo e da corrente (uma vez que os instrumentos de medida,
voltimetros e amperimetros, sdo sensiveis ao médulo e néo a fase) ao longo da linha.

Sendo [ a distancia ao extremo carregado da linha, as equagoes (8.42) e (8.43) nos dao,
em modulo, que

Vi) = VL\/0052(61)+(%) sen? (81) (8.45)

IL\/c032 (Bl) + (f{)Q sen? (1)

Se R. = Ry, teremos V(1) =V e I(l) = I, ou seja, mediremos sempre o mesmo valor
de tensdo e corrente em qualquer ponto da linha, V(I)pmax = V({)min dando uma relacdo
de tensao de onda estacionéria,

~
—
—
=

Vm ax

E =
RVO v

=1 (8.46)

que significa nao haver onda estacionaria ao longo da linha.

Se Ry, < R, o termo envolvendo o quadrado do seno na expressao da tensao em (8.45)
predominara sobre o termo envolvendo o quadrado do cosseno no que tange ao valor maximo
da tensao e teremos

R.
Ry’

V() max = Vi, quando sen? (B1) = 1,

ou seja, quando
Bl = (2k+1)g, k=0,1,2...

Observe que a tensao maxima é maior que a tensao na carga.
A tensdo minima ocorrerd quando sen? (fl) = 0, ou seja, quando

cos?(Bl) =1, . Bl=km, k=012

e valerd V(I)min = V. Em outras palavras, a tensdo em qualquer ponto da linha a uma
distancia [ da resisténcia de carga sera sempre maior ou igual & tensao sobre a resisténcia
de carga.

Entao,

VLRC RL Rc
RVOE = 7/ = —. (8.47)
VL Rp
O inverso ocorre para a corrente (a tensdo méxima ocorre na corrente minima).
Se Ry, > R, a situacao se inverte. A tensao em qualquer ponto da linha a uma distancia
[ da resisténcia de carga serd sempre menor ou igual a tensao sobre a resisténcia de carga.

Nesse caso teremos B
RVOE = ==~ (8.48)
R.
As figuras (Fig. 8.4) mostram as distribuicdes de tensdo para Ry < R.e Rp > R..
Do exposto podemos concluir que é possivel determinar o valor da resiténcia de carga Ry,

a partir da medida da RVOE. Como existem dois valores possiveis para Ry, um maior que
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Figura 8.4: Distribuicao da tensao ao longo de uma linha de transmissao de baixas perdas
terminada por uma resisténcia de carga diferente da impedancia caracteristica.

R, e um menor que R., que produzem a mesma RVOE, a divida pode ser resolvida pela
observacao da tensao sobre as vizinhancas da carga. Se, ao afastarmos da carga em direcao
ao gerador, a tensao crescer (significando que estamos em um minimo) é porque Ry, < R. e
se a tensdo diminuir (significando que estamos em um méximo) é porque Ry > R..

8.4.2 Linha terminada em carga nao resistiva (7, # Z,)

Suponhamos que a impedéancia de carga possua também uma parte reativa. Digamos que
Z1r, = R+jX. Considerando ainda uma linha sem perdas, com Z, = R., nao é mais possivel
afirmar que a distribuicao de tensoes ao longo da linha resultarda em um méximo ou um
minimo sobre a carga.

O moédulo da equacdo (8.42) permitird encontrar tal distribuigao e o valor da tensdo na
carga. Desenvolvendo encontraremos
R? sen? (B1) 1/2

R.X
_ 2 o
V() = Vg |cos® (BL) + 7 sen (2831) + T xe

2 + X2

O médulo da tensao oscilard entre valores méaximo e minimo periodicamente. Contudo,
nao obteremos méximo ou minimo sobre a impedéancia de carga. (Fig. 8.5).

A carga 7 1, = R+ jX na linha de transmissao de comprimento [ pode ser simulada por
uma nova linha de transmissao de comprimento adequado, I/, com a mesma impedancia
caracteristica da linha anterior, R., e terminada por uma resisténcia pura R’. De acordo
com a equacao (8.44) a impedéancia de entrada de qualquer linha de baixa perda vale

> ~ COS (ﬂl) —i—jZC/ZL sen (Bl)
cos (Bl) + jZy | Ze sen (Bl)

Para que uma linha terminada por uma resisténcia R’ apresente uma impedéancia de
entrada igual a R + jX devemos ter

cos (Bl') 4+ jR./R sen (B8l')
cos (Bl') + jR'/R. sen (8l")

R+jX=FR
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Figura 8.5: Distribuicao da tensao ao longo de uma linha de transmissao de baixas perdas
terminada por uma impedancia de carga diferente da impedancia caracteristica.

[R' cos (Bl') + jR. sen (BI')] [cos (BI') — jR'/ R, sen (B')]
R2 cos? (Bl’) + R sen? (B1')

e R’ cos? (Bl') + R’ sen? (Bl') + j [R. sen (Bl') cos (Bl') — R"/R, sen (Bl') cos (B')]

~R+jX =R?

’ R2 cos? (Bl') + R'2 sen? (Bl’)
RZR/
= R2cos? (Bl') + R’ sen? (Bl') (8.49)
e
2 _ pr2 / ,
P R. (R? — R) sen (Bl') cos (Bl') @.50)

RZ cos? (Bl) + R'? sen? (BI')

Cada par de valores R’ e’ determina R e X sendo que podemos nos restringir aos valores
de R’ menores que R., pois, as reatancias positivas podem ser obtidas para 8l’ entre 0 e
7/2 (0 < 1" < A\/4) e as negativas podem ser obtidas para I’ entre 7/2 e m, (A\/4 < 1" < \/2).
Assim, qualquer reatancia pode ser obtida com uma linha de comprimento !’ entre zero e
A/2.

Uma vez que a carga R + jX pode ser simulada com uma linha de comprimento I’ e
uma resiténcia R fagamos uma substitui¢io na linha de transmissao original (Fig. 8.6)

R

z=0 I

[ T

TIZ, CRYX R’
? H

' /

Figura 8.6: Simulacao da impedancia de carga por uma linha de transmissao de baixas
perdas de comprimento I’ terminada por uma resisténcia de carga diferente da impedancia
caracteristica.

A distribuigao de tensoes ao longo da linha original nao sera alterada pois, para todos
os efeitos, é como se a carga R + jX estivesse presente em z = 0. A relagdo de tensao de
onda estaciondria, RVOFE permenecerd a mesma.
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Como a nova linha de comprimento [ + I’ estd agora terminada com uma resisténcia
! . . ’ ’ . ~ / .
pura R < R. sabemos que existird um minimo de tensao sobre R (Fig. 8.7).

vV

NN

l!}
[ P
l z=0

Figura 8.7: Posicao do primeiro minimo de tensao uma linha de transmissao de baixas
perdas de comprimento [+’ terminada por uma resisténcia de carga diferente da impedancia
caracteristica.

A posigao do minimo (ou do méximo) anterior pode ser determinada experimentalmente
utilizando-se um medidor de tensao apropriado. Digamos que esse valor seja " medido a
partir da posicao da carga R+ jX.

Sabemos que '+ = A/2, pois é a distdncia entre minimos consecutivos e sabemos
também que, para R < R, a relagao de tensao de onda estaciondria vale

‘/max o Rc
= .
VYInin R

RVOE =

Portanto, as equacoes (8.49) e (8.50) podem ser escritas em funcao de I e da RVOE

R R?
R = =
R2 [ cot (81" = 3)) +sen? (5.1 - 3)
“R= RVOE R (8.51)

(RVOE)? cos? (BI") + sen? (B1")

cos? (5 (l” - %)) = cos? (27# (% - l”)> = cos?(m — Bl”) = COSQ(BZN)

sen? (6 (i — l//)> = sen?(1 — Bl”) =sen? (B0,

o el (1) sen (B (3 -1))eos (33 - 1))

p
R2[H7 cos? (8(3 1)) +sen (8 (3 —1))]
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—R. |(RVOE)? — 1} sen (ﬁl”> cos (ﬁl”)
X = . ” X/ (8.52)
(RVOE)” cos? (BI") + sen? (Bl")

Vé-se, portanto, que é possivel determinar a parte resistiva e reativa de uma carga
através de métodos de medida de onda estaciondria. Isso pode ser particularmente 1til para
determinar a impedéancia, por exemplo, de uma antena, em uma determinada frequéncia,
ligada a um transmissor de radio através de uma linha de transmissao.

Exemplo

Uma antena de impedancia desconhecida ligada a uma linha de transmissao de 300 2 e
alimentada por um gerador resultou nas seguintes medidas:

- distancia entre minimos sucessivos de tensao = 70 cm

- distancia do primeiro minimo medido a partir da antena = 50 cm

- RVOF medida = 1, 5.

Como \/2 =70 cm e I” = 50 cm temos

2T 2T
" = — " = — = 2 244
5l 3 l 140 50 , rad

cos (Bl") = —0,623
sen (BI") = 0,782.

Logo
1,5 x 300 450,0
P : =220 302,80
(15)7 x (0,623 + (0,782 ~ 1,486
1,52 -1 2 x (—0,62
x = 300X (1,5~ 1) x 0,782 x (~0,623) _ g )

(1,5)2 x (0, 623)2 + (0, 782)2

8.4.3 Casos importantes de linhas de transmissao carregada

Algumas situagoes aparecem com frequéncia e tem aplicagoes praticas:
a) Linha de meio comprimento de onda.

Nesse caso
s ™ A
pl=m ou 37 21/x 2
A equagao (8.44) toma a forma
Zinli=y = Z1, (8.53)

ou seja, equivale a um transformador de impedancias de um para um. A linha de transmissao
é “transparente” para qualquer impedancia de carga.

b) Linha de um quarto de comprimento onda.

Nesse caso
/2 A

pl= - 277/)\:

s
2
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A equagao (8.44) transforma-se em

2
T = 22 (8.54)
ZL
ou seja, inverte a impedancia de carga e multiplica pelo quadrado da impedancia carac-
teristica da linha.
¢) Linha terminada em curto circuito de comprimento menor que A/4 (8l < 7/2).
Nesse caso, Z1, = 0, e a equagao (8.44) fica

Zin = jZ. tan (Bl) (8.55)

equivale a uma indutancia (Fig 8.8) com

X =Z.tan (B1).

[<M\/4

Figura 8.8: Linha de transmissao curto-circuitada com comprimento menor que \/4.

d) Linha terminada em circuito aberto e de comprimento menor que \/4
Nesse caso Zy, — oo e (8.44) fica

1
N jz% tan (81)

equivale a uma capacitancia (Fig. 8.9) com

Zin = —jZ.cot (Bl (8.56)

X, = Zi tan (81).

° _ 1
: I

I<\/4

Figura 8.9: Linha de transmissao em circuito aberto com comprimento menor que \/4.

e) Linha terminada em curto circuito com comprimento A/4 <1 < A\/2

Zin = jZ.tan () = —jZ.| tan (1) | (8.57)
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pois, a tangente nesse caso é negativa ji que m/2 < Bl < . Equivale, portanto, a uma
capacitancia com

1
X. = Z | cot (B1) |
f) Linha terminada em circuito aberto com comprimento A\/4 <1 < \/2.
Zin = —jZccot (Bl) = jZ.| cot (Bl) | (8.58)

pois, a cotangente nesse caso é negativa ja que 7/2 < Bl < w. Equivale, portanto, a uma

indutancia com
X1 = Z|cot(Bl)|.

g) Linha de um quarto de comprimento de onda terminada em curto circuito (Fig. 8.10).

I=\/4

Figura 8.10: Linha de transmissao em curto-circuito com comprimento igual a \/4.

Sendo um caso particular do item b), se fizermos Z;, — 0 na equagao (8.54), teremos
uma impedancia de entrada infinita como em um circuito LC em paralelo na situacao de
ressonancia. Podemos encontrar uma melhor aproximacao considerando a existéncia de
pequenas perdas na linha, utilizando as equagoes (8.30) e (8.31). Vejamos:

Dessas equagoes para linha curto-circuitada (Vy, = 0) teremos:
Vin = I, Zesenh (1)
fm = TL cosh (1)

= = - ~ senh (al) cos (Bl) + j cosh (al) sen (81)

. Zin = Zctanh (1) = Z, : .

' anh (1) cos (al) cos (Bl) + j senh (al) sen (BI)
Considerando agora que [ = (2n + 1)\/4 teremos

sen (Bl) = +1 e cos(Bl) =0

portanto,
= ~ cosh (al)
Zin = Le———+. 8.59
s “senh (al) (8:59)
Se nos restringirmos aos pequenos pedagos de linhas com baixas perdas onde al << 1,
teremos cosh (al) ~ 1, senh(al) ~ al e Z. = R.. Portanto,

Mas, por (8.41)

o =

|C | L

1
2
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e, para linhas em que o dielétrico é o ar, podemos desprezar G de modo que, finalmente,
podemos escrever

> Z. R
Zmzéﬁl: R—Cl:r (8.60)
Ze
como mostra a figura (Fig. 8.11).
%r,

[=N/4

Figura 8.11: Linha de transmissao com pouca perda, em curto-circuito, com comprimento

igual \/4.

h) Linha de meio comprimento de onda terminada em circuito aberto (Fig. 8.12).

[=N2

Figura 8.12: Linha de transmissao em circuito aberto, com comprimento igual A/2.

O raciocinio ¢é idéntico ao anterior e teremos uma impedancia de entrada idéntica

~ R?
Zip = 2—5 =
R

8.5 Casamento de impedancias com Stub Livre

Frequentemente, a impedancia de carga ligada a uma linha de transmissao nao possui o
mesmo valor da impedancia caracteristica da linha, aparecendo onda estacionaria nessa
linha (RVOE > 1). A correcao pode ser realizada conectando-se um “stub” em um lo-
cal conveniente da linha de transmissao . Um “stub” é uma outra linha de transmissao
com comprimento adequado cuja extremidade é um curto-circuito ou um circuito aberto
conforme mostra a figura (Fig. 8.13).

Originalmente, estando a impedéancia descasada, teremos onda estaciondria no trecho
de A até C. Procura-se, ao conectar o stub em B, corrigir o descasamento de tal modo que
no trecho de A até B ( a maior parte da linha) nao exista onda estaciondria. Existird onda
estaciondria apenas no pequeno trecho de B até C.

O problema é determinar as menores distancias possiveis, l; e [y para conseguir o efeito
desejado. A impedancia resultante do “stub” com a linha de comprimento [y carregada
com Zj,, deve resultar em um valor igual a impedancia caracteristica da linha (resisténcia
caracteristica na linha sem perdas).
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/ stub em curto-circuito
2

Figura 8.13: Linha de transmissao com stub em curto-circuito.

Por tratar-se de uma ligagdo em paralelo, é mais facil trabalhar com a admitancia
ao invés da impedancia, dando-se preferéncia aos valores normalizados. Uma impedancia
normalizada é a razao entre a impedancia e a impedancia caracteristica.

Procede-se da seguinte maneira: _

1 - Determina-se a admitancia de carga Y7, e seu valor normalizado

~ Y, ~
Yin==, Ye==
Y, Ze

2 - Determina-se o comprimento /; de modo que a admitancia de carga normalizada seja
transformada pela linha a um novo valor em B cuja parte real seja unitaria.

FYVVLn|em B = 1 +]S

3 - Determina-se o comprimento do stub de modo que sua admitancia normalizada seja
YSn'em B = _]S

4 -A ligacao em paralelo soma as admitancias de maneira que a admitancia resultante
sera real e unitaria. Logo, a impedancia resultante normalizada também serd unitaria, ou
seja, a impedancia sera igual a impedancia caracteristica da linha.

Em uma linha sem perdas, podemos determinar, facilmente, os comprimentos l; e Iy por
método analitico ou por método gréfico:

8.5.1 Meétodo analitico
Tomemos a relacdo entre as equagoes (8.16) e (8.15)

_ _ ~ _ _ _ _ T*e#»zﬁz
v I Iyet 4 Ife 7 Ife 7 TIF
T U=tz L Uto—Fr Tt a—Fz Voet2ie :
Vo Ve e Viter Ve ey
0

Substituindo as equagdes (8.19) e (8.23) fica

1 —Tret®= 4+ 1
Zc fReJrQ?Z +1
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Para uma linha de comprimento [ (z = —1), temos a admiténcia normalizada

Y 1-Dge 2V Z.

~ 71 — 7. .
- = =, FR = ~L7~ = KR@JOR (861)
Y. 14+ Tre 27 Zr+ 2,
e
y=a+jp.
Para uma linha sem perdas,
~ . 27 ~ L
T=ib=i e Ze=\&
Teremos

1 — Kpelfre—i261 1 — Kpei(28l=0r)
= 1+ Kreife—i281 = 1 + Kpe—i(281-0r)

=i

. zi 17KR€7]'¢

= =20l — Og.
7 15 Kped?’ com 1 B R
Multiplicando e dividindo por (1 + Kge’?)

Y  (1—Kge 7)1+ Kge'?)
Y. (14 Kpe %) (1 + Kpei?)

1 — Kg?+ j2K g seny
14 2Kpcosy) + K2
Separando na parte real e imaginaria teremos

) }77 1— Kpg? ny 2K R sent)
'}Z71+2KRCOS’L/)+KR2 j1+2KR(1051/)+K32'

Impondo a condi¢ao que a parte real deva ser unitaria quando [ = [; teremos

1 - Kg? 1
1+2Kgcosy) + Kp2

c.cosy = —Kpg ou cos(2ply —0r) = —Kg
. 2Bl — 0r = arccos(—KR)
. Or + arccos(—Kg) A
Lol =

% =i [0r + arccos(—KR)] . (8.62)
Normalmente toma-se o menor valor possivel para [; dado por essa equacao com a

finalidade de reduzir as perdas nesse comprimento de linha real.

Sendo
costp = —Kg, seny) = ++/1 — K2

a expressao para a admitancia fica

g71+_2KR(i)\/17K3271+, 2 Kp
v, T oK R A KR
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Nessa posicao da linha (I = I;) conectaremos um stub cuja admitancia seja imagindria
pura (susceptancia) e oposta & parte imagindria da admitancia acima calculada. Ou seja,

Y 2K
b~ £ (8.63)
Y. +v1 - Kg?
As admitancias de um stub em curto circuito ou em circuito aberto sao dadas pelas
equagoes (8.55) e (8.56) (para uma linha sem perdas, ¥ = j3 de comprimento menor que

A4).

Y, 2
%ub = —jcot(Bl2) = —jcot (7 12) em curto circuito
C
ou ~
Y. 2
%ub = jtan (Bl2) = jtan (Tﬁ lg> em circuito aberto.
(&
O comprimento ls é determinado igualando-se uma dessas equagoes & equagao (8.63).
Para um stub em curto circuito fica

'cot<2—ﬂl>'72KR
J b\ 2| =-J /71*KR2

27, o 2Kr Iy > 0
S — arcco —————— s ara
\ 2 1 ko2 K2 p 2

Exemplo

Um gerador com uma impedancia interna Zg = 75 Q) é ligado a uma carga resistiva de
300 2 através de uma linha sem perdas com impedancia caracteristica Z. = 75 Q. O
comprimento de onda, na linha, do sinal injetado pelo gerador vale 25 cm. Determinar a
posicao e o comprimento de um stub em curto circuito, feito com uma linha de transmissao
idéntica, de modo a casar a carga com a linha.

Calculemos o coeficiente de reflexao

= Zy—Z. 300-T5
g 7. 300475

=0,60 |0°

entao
cos(yp) = —0,60 s =126,87° = 2,21 rad

e de acordo com a equagio (8.62)

042,21

l
! 4r

X 25 =4,4 cm.

O comprimento do stub em curto circuito serd

25 1—(0,60)2

lo = — arctan =2,3 cm.
21 2 x 0,60
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8.5.2 Meétodo grafico. Cartas para linhas de transmissao

Muitos problemas relativos as linhas de transmissao podem ser resolvidos com facilidade, de
modo aproximado, por métodos de resolucao grafica. Alguns graficos tem sido propostos,
porém, o mais utilizado é a “Carta de Smith” apresentada em 1944 por Philip H. Smith.
Vejamos os principios nos quais essa carta é construida.

De acordo com as equagoes (8.15), (8.16), (8.19) e (8.23) as tensdes e as correntes,
em z = —I[, em uma linha de transmissao terminada, podem ser escritas em fungao do
coeficiente de reflexao como:

-~ Vo - - ~ o~
V=V <‘7_0+ ey eﬂl) =V (eﬂl + I‘Re’W) (8.64)
0
vt (T- 7+
c 0 c
A impedancia de entrada serd dada, entao, por:
Z' . 2 6+m + fReim . Z 1+ fR(iiQm
m -

C ~ ~ ~ c ~ ~
etV —Tre 7 1 —Tgre27

que é outra forma de escrever a equagao (8.33).
Definamos o coeficiente de reflexao deslocado como

V==l
I = fRe_ﬂl = 7‘{9 ¢
Vet
e teremos para a impedancia normalizada
'ZV _ Zm
n Zc
a seguinte expressao:
~ 1+7T
Z, =< + - (8.65)

A impedancia normalizada e o coeficiente de reflexao deslocado podem ser escritos na
forma retangular em fungao de suas partes reais e imaginarias

Zp=r1+jx

I'=u+jv.

_ Por conveniéncia, escrevamos I’ também na forma polar como [ = Kel? e o coeficiente
I'r como I'g = KﬂejeR. As relacoes entre K e K, 6 e O sao facilmente encontradas pela
definicdo de T = I're~ 27,

Uma vez que ¥ = a + j podemos escrever

Kelf = KRej9Re—2(Oz+jﬁ)l

L Ked? — KR672alej(0R72ﬁl)
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logo
K=Kpre 2t ¢ 0=0r—20l

O plano complexo_que representa a impedancia normalizada é conhecido como plano
Z e o que representa I', como plano T'.

A equagao (8.65) transforma os pontos do plano I' para o plano Z e vice versa. Essa
transformagao satisfaz as propriedades que definem uma transformagao “bilinear conforme”,
circulos sdo mapeados (transformados) em circulos e o dngulo entre dois segmentos de linha
é preservado durante o mapeamento.

Encontremos as relagbes existentes entre as varidveis r, x e u, v através de (8.65)
igualando as partes reais e imaginarias desta equagao

) 14+u+jv

r+Jr=

1—u—jv
e Qw1 =t o)

(1—u)?2+02

o= 1—w?—v2+25v
(1—u)?2+02
logo
1—u?—9? 2v
r:(lfu)QJer ¢ x:(lfu)2+1)2'

Vamos reescrever a primeira equacgao como:

r(1—u)? +rv? =1—u?—0?
r—2ru+ru® +rv2 =1—u? —v?
w?(r+1) = 2ur +0%(r+1)=1-r

+U2_1—r
r+1 T r4+1

()

2 2
9 r r 9 1—r r
B Y —
“ ur+1+<r—|—1> v r+1+<r+1)

’ (u—ril)2+02=(ril>2. (8.66)

Vamos reescrever a segunda equa(;éo como:

u? — 2u

Somando

nos dois lados fica

1— w2402 =9Y
(1—w?+ 0% = 2"

(u—1)2+v2—2E:O.
T
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Somando 1/2? em ambos os lados fica

v 1 1
-1 2 2 9= o
(w=1)"+v x + x? a2
2
1 1
—1)? —-—) ==. 8.67
w-12+(v-3) =% (8.67)
A equagao (8.66) é a equagao de um circulo centrado em
r
= =0
uo 1 € Vo
de raio
1
r+1

A equagdo (8.67) também é a equagdo de um circulo, cujo centro estd em ug = 1 e
vo = 1/x e de raio 1/z.

Para cada valor de r no plano Z existe um circulo no plano I'. Da mesma forma, para
cada valor de = no plano Z existe um outro circulo no plano I'. A intersecao dos dois
circulos no plano I' fornece um ponto no plano Z correspondente ao coeficiente de reflexao
deslocado T'.

Da equagdo (8.66) é possivel verificar que todos os pontos do plano Z em que r é positivo
serao mapeados no interior de um circulo de raio unitério no plano I' (Fig. 8.14).

x v
1o /10\
C 4 B 1o oo cC A \B
1 r -1 1 u
e plano Z -1/E” plano T

Figura 8.14: Mapeamento do plano Z no plano T'.

Explicitando [ em funcao de Zn

~ 14T

Zpn=—==(01-0)Z,=1+T
1-T
Zp—TZ, =141 - Z,—1=T+T12,
i _Za—1 _r4jr-1
T Zo41 rHjz+l
logo
=142 (r—1)2 422

IT|

14 12+
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Como, para r > 0, o numerador é sempre menor que o denominador, teremos \f| <le,
no limite em que r e x+ — 0o teremos I — 1, demonstrando que todos esses pontos no
plano I' sdo interiores a um circulo de raio 1.

Pode-se verificar facilmente que os pontos A, B, C, D e E no plano Z sao mapeados
em A’, B', C', D' e E' no plano I'.

A carta de Smith é construida no plano I' em um circulo de raio unitdrio. No interior
desse circulo séo tracados os circulos e os arcos de circulo correspondentes as retas (circulos
degenerados) r = cte e © = cte no plano Z pois, para r = cte corresponde um circulo
centrado em

r
Uy = e v =0
r+1
com raio 1/(r +1). Para x = cte corresponde um circulo centrado em uyp = 1 e vg =

1/x com raio 1/z.
A figura (Fig. 8.15) mostra alguns dos circulos obtidos parar =0, r =1/2, r=1er =
2eparax =0, x = £1/2, x = £1 e x = +2. Uma impedancia normalizada corresponderd

a um coeficiente de reflexao deslocado I' dado pela intersecao dos dois circulos.

v

Figura 8.15: Construgao da carta de Smith.
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Para uma linha sem perdas (¥ = j53) ao variarmos [ teremos varia¢oes em f, pois
r=r re~28L como r Rr € constante para uma carga fixa, o vetor T descrevers um circulo
no plano I' a medida que [ variar. Um circulo completo sera descrito quando [ variar de zero
a A/2 girando no sentido hordrio & medida que nos afastamos da carga (Fig. 8.16). Para
determinar o valor da impedancia normalizada ao longo da linha, & medida que se afasta
da carga, basta plotar o vetor r correspondente ao local da impedéncia de carga (f‘ =T R)
e girar esse vetor no sentido horario de um angulo correspondente, proporcional a distancia
da carga (281) e ler na carta o valor de Z, na interse¢ao de um circulo correspondente & r
com um arco de circulo correspondente a x.

©)
<5
=
~

Figura 8.16: Transformagcao (rotagdo) de I' & medida que se avanga ao longo da linha de
transmissao .

Os pontos correspondetes a uma admitancia normalizada Y,, = 1/Z, sao facilmente
encontrados na carta se observarmos que

-~ 1-T
Y, = —~=
1+T

pode ser obtido da expressao da impedancia normalizada

~ 14T
7, —+tr
1-T

pela troca de r por — T. Isso significa que basta fazer uma inversao do ponto com relagao
a origem para obter o ponto correspondente (Fig. 8.17).

Da equagdo (8.64) escrita em fungéo do coeficiente T" teremos

V=Vt (14 1).
Para uma linha sem perdas (¥ = jf) o médulo da tensdo em uma distancia [ da carga

serd entao (Fig. 8.18),
7] = [T 1+ T (3.69)
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T correspondente a Z, =1+j2

l:’correspondente a 7/ =1/(1+52)

Figura 8.17: Transformacao de r correspondente & En para I correspondente & 17n na carta
de Smith.

Pela equagao (8.68) vemos que a maxima tensao ocorrerd quando T for paralelo ao vetor
1 e valera B B B
|V linax = V5" (1 + |T)

e o valor minimo ocorrera quando T for antiparalelo ao vetor 1 valendo
IV linin = V5711 = [T

Sendo assim, a razao de tensao de onda estaciondria vale

= = 1+ |Tg
RVOE = Vmax _ 1HITL ‘~ ‘ (8.69)
|V|min 1- |F| 1-— ‘FR‘

Dessa expressao podemos tirar |f| em funcao da RVOE

RVOE -1

I|= 2" .
= Zvor+1

(8.70)
Logo, o lugar geométrico dos pontos de RVOE constante sera \f| = cte que é um circulo.
Para |I'| variando entre 0 e 1 (circulos de raio entre 0 e 1) teremos a RVOE variando

entre 1 e oo.

Vejamos uma maneira pratica de tragar o circulo correspondente a uma determinada

RVOE (Fig. 8.19).

O circulo de RVOE = cte corta o eixo ou em u’. Nesse mesmo ponto passa também

um circulo correspondente a impedancia Z,, = r 4+ jx com x = 0. Procuremos relacionar o

valor da RVOE com valor de r. Da equagao (8.69) temos que

1+

RVOE = -
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v segmento proporcional ao
_-4-___mbdulo da tensdo

Figura 8.18: Soma vetorial de [’ com o vetor unitdrio na carta de Smith resultando em

um vetor cujo modulo é proporcional ao médulo da tensao em um ponto da linha a uma
distancia ! da carga.

mas 1 — v’ é diametro do circulo correspondente a r = cte, ou seja,

/ li 2 A 2
1—u =2——, sul=1-— ——, Sl4u =2-—
r+1 r+1 r+1
entao ) .
22 1--L 1
RVOE = — = — " = (r +1) (1 >
) ) r+1
. RVOE =r.

Como na carta de Smith o eixo horizontal estd graduado com os valores de r, para
tragar um circulo de RVOE constante basta colocar uma das pontas do compasso no meio
da carta e a outra no valor desejado da RVOFE =r.

O exemplo seguinte (Fig. 8.20) mostra o circulo correspondente a uma RVOE = 2.

A carta de Smith toma uma forma mais completa colocando-se na periferia escalas de
comprimento de onda ou angulo de fase do coeficiente de reflexao deslocado T'.
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circulo RVOE=cte

circulo r=cte

Figura 8.19: Tracado do circulo de RVOE = cte.

circulo RVOE=2

x=0 I’:I/Z

Figura 8.20: Tragado do circulo de RVOE = 2.
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Exemplo

Vejamos como resolver o exemplo anterior utilizando a carta de Smith: Inicialmente marca-
mos na carta o ponto correspondente & impedéancia de carga normalizada Z,, = 300/75 =4
sobre o eixo horizontal, ja que a impedancia é puramente resistiva. Em seguida, fazemos a
reflexdo desse ponto com relagdo & origem (ao centro da carta) para encontrar a admitancia
normalizada, também real nesse caso (Fig. 8.21).

v

r=0|  r=1/4 r=4

n n u

Figura 8.21: Impedancia de carga normalizada e correspondente admitancia na carta de
Smith.

Gira-se esse ponto no sentido horario com relagao ao centro até interceptar o circulo
correspondente a r = 1 para obter uma admitancia normalizada Y,, = 1 + 55 e mede-se o
angulo de giro que serd convertido em comprimento normalizado da linha. Esse compri-
mento normalizado também pode ser medido na escala externa da carta, se houver (Fig.
8.22). Esse comprimento é a distdncia a partir da carga onde serd colocado o stub. O valor
do angulo de giro medido no grafico vale ~ 127° que corresponde a

1 127)\—£7§%4,4cm.

T 3602 360 2
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Figura 8.22: Transformacao da admitancia na carta de Smith.

O préximo passo é determinar o comprimento do stub a partir da admitancia norma-
lizada Y,, = 1 + 45 lida na carta (Fig. 8.22). Para isso, marca-se o ponto correspondente
a admitancia Y,, = 0— j5 = 0 — 51,5 na carta, interse¢ao do circulo » = 0 com o arco de
circulo z = =S = —1,5 (Fig. 8.23) e mede-se o dngulo deste até o ponto r = 0, x = oo (para
stub em curto circuito, admiténcia infinita) para depois converté-lo em comprimento nor-
malizado ou lé-se o comprimento normalizado da linha na escala. Esse serd o comprimento
do stub.

O valor do angulo de giro medido no grafico vale &~ 67,5° que corresponde a

67,5 X 67,525

9 = — =~ 2,3 cm.

360 2 360 2

Esses resultados estao em perfeito acordo com os resultados obtidos anteriormente uti-
lizando o método analitico.
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%
=0 Y =00
u
Figura 8.23: Determinagao do angulo de giro da admitancia Y, = 0 — jS até o ponto

correspondente & Y,, = co na carta de Smith.



Capitulo 9
Radiacao

Nos capitulos anteriores tratamos o campo eletromagnético varidavel no tempo como uma
perturbacao ondulatéria com diversos modos de propagacao sem nos preocuparmos com a
producao ou a criacao dessa onda. Nosso objetivo, agora, é mostrar como isso acontece, ou
seja, associar o campo eletromagnético as fontes.

A existéncia da perturbacao ondulatéria para o campo eletromagnético pressupoe que
os vetores E e B (ou D e H) sejam varidveis no tempo. A pergunta que cabe é: como
foi iniciada essa variacao? Em algum momento, as fontes primarias estaticas dos vetores
E e B, as cargas elétricas e as correntes, devem ter sofrido uma variacao nos seus estados
(por exemplo, uma oscilagdo) de modo a variar os valores de E e B em todos os pontos do
espaco.

A intuicao nos diz, e a experiéncia comprova, que uma variagao nas fontes nao é perce-
bida instantaneamente em todos os pontos do espago como uma variagao nos vetores E e B,
ou seja, existe um lapso de tempo, que depende da distancia entre as fontes e o ponto onde
estamos medindo E e B, entre o instante em que variamos a fonte e o instante em que se
observa as variagoes em E e B. Nossa intuicao estd baseada no fato das ondas harmonicas
terem uma velocidade finita de propagagao e na generalizagao disso para qualquer tipo de
perturbacao. De fato, essa intuicao tem um respaldo formal pois qualquer perturbacao
fisicamente realizdvel produz variagoes em E e B que podem ser decompostas em uma
superposi¢ao de ondas harmoénicas via uma transformagao de Laplace (ou de Fourier se for
o caso) de modo que a velocidade da perturbagao (velocidade de grupo) é sempre finita.

O problema da radiagao é, portanto, o de relacionar as variagoes nas fontes, em um
determinado instante e posigao, com as variacoes nos vetores E e B em outros instantes e
posicoes. Isso pode ser conseguido manipulando as equagoes de Maxwell de duas maneiras
equivalentes que resultarao no método dos poténciais vetoriais e no método dos vetores de
Hertz. Nos restringiremos ao método dos poténciais vetoriais.

Relembremos as equagoes de Maxwell na forma diferencial

OE
tH=c—+1J 1
ro ST + (9.1
H
rot E = —Maa—t (9.2)
divE ="~ (9.3)
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divH =0 (9.4)

com
B = uH, D =¢E, € e p constantes. (9.5)

J& vimos que a equagao (9.4) é equivalente a escrever a indugdo magnética B em fungao
do potencial vetorial A
B=uH=rot A (9.6)

e que essa equagao junto com a equagao (9.2) nos permite concluir que

E = —grad¢ — %—? (9.7)

Agora, substituindo (9.6) e (9.7) em (9.1) temos

1 0 0A
rot (;rot A> =5 (grad ¢ — W) +J

2

¢ 0°A
s.rot rot A = —,uggradE — HEW + .

Utilizando a identidade

rot rot A = grad (div A) — VZA

temos 5 52A
grad (div A) — V?A = fusgrada—f —HES s + ud
o 0%A 0
1
V2A — ue 52 = uegrad <8_(f + = div A) —pd. (9.8)

Essa equagao envolve o potencial vetorial A e o potencial escalar ¢ de modo que neces-
sitamos de mais uma equagdo para que passamos resolvé-la. Substituindo (9.7) em (9.3)

temos N
- gAN_ P
div ( grad T > ==

o A
2 .
V¢ + div 5~

As equagoes (9.8) e (9.9) formam um sistema de equagdes acopladas a ser resolvido.
Contudo, a solugao que possa vir a ser encontrada para o vetor A nao serd tnica pois, pelo
teorema de Helmholtz, um campo vetorial devido a fontes finitas s6 esta completamente
especificado, de modo tunico, se for conhecido seu rotacional e seu divergente. Apenas o
rotacional do vetor A é conhecido através da equagao (9.6), falta conhecer o divergente de
A. Além disso, existe ainda um certo grau de arbitrariedade no potencial escalar ¢, pois
o mesmo pode ser acrescido de uma outra funcao ¢’ e a equagdo (9.7) ainda permenecerd
véalida uma vez que rot grad (¢ + ¢’') = 0.

Analisando a equagao (9.8) vemos que se impusermos a condigao

9¢

divA = —ue—
v usat

g. (9.9)
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teremos um sistema desacoplado dado por

0%A
e o2

2 P
—UE—F = ——. A1
V3 — e . (9.11)

A condicao
. 0¢

divA = —pe— 12
v e, (9.12)

é conhecida como “condi¢ao de calibre de Lorentz”. Outras condicoes de calibre também
foram propostas mas a condigao de Lorentz é a que permite levar em conta o atraso entre
uma varia¢ao na fonte e a variagdo no potencial correspondente em um outro ponto do
espago.

A equagao (9.10) representa trés equagoes escalares idénticas, na forma, & equagao (9.11).
Ou seja, tanto as coordenadas do potencial vetorial A quanto o potencial escalar ¢ devem
satisfazer a equacao de onda com fonte

®
Vi — He oy = —&(x,y, 2). (9.13)

A resolucao formal dessa equacao utilizando o método de integracido de Kirchhoff nos

leva a encontrar!
@(xyzt):i/lg 'y, 2 th av’
b b b 47T R b b b ’lj
V/

R= =P+ =P+ -2 (0.14)

com

v=—— (velocidade de propagagao).

O tempo ' =t — R/v é o tempo retardado, sendo R/v o intervalo de tempo necessario
para que uma perturbacdo na fonte no tempo ¢’ e na posicao (z’,3’,2’) seja percebida
no potencial ¢ no tempo ¢ e na posigao (z,y,z). A fungdo ® é conhecida como potencial
retardado. Também é possivel encontrar uma solugao envolvendo o tempo avancado t' =
t + R/v, contudo essa solugdo nao é coerente com a nogao de causa e efeito a que estamos
acostumados a presenciar nos fenémenos fisicos, de forma que nio a levaremos em conta. !

Portanto, os poténciais serao dados por:

A (r,t) = ﬁ/w(iv’ (9.15)
g,

b(r, ) = 4—; / wczvh (9.16)
2,

Em resumo, conhecendo-se as distribuicoes de cargas elétricas e densidades de correntes
podemos calcular os potenciais A e ¢ por intermédio de (9.15) e (9.16). Posteriormente,
podemos determinar os vetores E ¢ H por intermédio de (9.6) e (9.7).

1J. A. Stratton, Eletromagnetic Theory. McGraw - Hill Book Campany, New York, 1941, p. 429
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De modo alternativo, devido & condigao de calibre de Lorentz que adotamos, nao é
necessdrio calcular (9.16). Calculamos A por (9.15) e em seguida H por (9.6) e E pela
equacao de Maxwell (9.1) apds integrar no tempo.

9.1 Radiacao para oscilacoes senoidais

Um caso particular de especial importancia é a situagao em que as fontes oscilam senoidal-
mente em regime permanente. Consideremos, em notagao complexa o termo
e](wt—KR)

para representar a variagao harmoénica, no tempo e no espago, no regime permanente sendo
w = Kv. Teremos

A i [ yen @ 9.17
)= 4 369 (917)
V/
_ 1 ., ej(wt—KR) o )
o(r,t) = 4—776//7(1“ )J—x — 4V (9.18)
V/
Logo, _
0?A 9 9%¢ ~
R _2A A
oz~ Y ¢ Y
As equagoes (9.10) e (9.11) tornam-se
VA + A = —pd (9.19)
V20 + wlied = Jg). (9.20)

Essas equacoes tem a forma da equacao de onda com fontes de Helmholtz.
A condicao de calibre de Lorentz,

ol

divA = —ue—

v ue T

pode ser escrita como: B B
divA = —jwued. (9.21)

Como podemos expressar H e E apenas em funcao de A, uma vez que

H= lrot 11,
I

~ ~ OA ~ ~
E = —grad¢ — T —grad¢ — jwA,

substituindo ¢ de acordo com (9.21) temos

~ 1 ~ ~
E = —grad (— divA) — jwA
Jjwpe
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ou

E graddivA — jwA. (9.22)

- Jjwe
Uma outra opgao equivalente para determinar o vetor E 6 utilizar a equacao de Maxwell
para o rotacional do vetor H, equagao (9.1), para campos oscilantes senoidais

rot H= jwcE+J (9.23)

L(rot H-1J). (9.24)

Jjwe

9.1.1 Dipolo oscilante

Vejamos um exemplo de aplicacao dessa teoria.

Consideremos um pequeno elemento de fio de dimensoes infinitesimais (quando compa-
rado ao comprimento de onda da radia¢ao) por onde flui uma corrente I constante ao longo
do comprimento com uma variagao senoidal no tempo. Evidentemente que trata-se de um
exemplo abstrato uma vez que é impossivel produzi-lo. Contudo, trata-se de um exemplo
importante uma vez que uma antena real pode ser construida com uma infinidade desses
pequenos elementos de fio. Cada elemento de fio infinitesimal comporta-se como um dipolo
elétrico oscilante estando as cargas elétricas se movimentando de um extremo ao outro do
fio.

Coloquemos, por comodidade, o elemento de fio de comprimento [, na origem de um
sistema coordenado alinhado com o eixo oz (Fig. 9.1).

z

A(r,t)

"],
112 Y

4

Figura 9.1: Elemento de fio com comprimento [, alinhado com o eixo z e na origem do
sistema de referéncia.

Determinemos o potencial vetorial A em um ponto qualquer do espago excluindo a
origem.
Da equagao (9.17) temos

A i [ e &
) = — - av.
)= 4 369
V/
Como trata-se de um fio elementar, tao fino quanto se queira, temos

Jav’ = Idl'.
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Entao
1/2
A o [ 9.25
r,t) = — . .
wo=1 [ 1Y (9.25)
—1/2
Como as dimensoes do dipolo sao muito pequenas, a distancia 2 de um ponto do dipolo
ao ponto onde se deseja determinar o valor do vetor A é praticamente a distancia r medida

a partir da origem
R=lr—t|=\(z -2+ ({y—y)2+(z—2)2~Va2+y>+22=r

pois ' = 3y’ = 2’ ~ 0 para um dipolo infinitesimal.
1/2

Portanto,
- j(wt—Kr)
BN S / d2'z
r
—1/2
- /JIl ed(wt—Kr) R
Alr,t)=——— 9.26
()= (9:26)
Em coordenadas esféricas, observando que A, = Ey = 0, teremos
A, = A, cos (6)
Ag = —A, sen (0)
(simetria axial)

Ag=0
logo
~ ull ed(wt—Kr)
A = 2
,« - cos (0) (9.27)
. Il ej(wt—K'r‘)
Ae = *‘LLT sen (0) (928)
Ay =0. (9.29)
Calculemos agora o vetor H a partir da equacao H = irot A em coordenadas esféricas
~ 1 d ~ Ay | . 1 94, 19, ~ |-
tA=— | — ) A,) — =——| €, - 2 (rA
ro r sen (0) l@@ (sen (6) 4s) 0¢ o [r sen () d¢p  ror (r d))] e
1o, ~. 04,
— | =—(rdy) — €.
oA g |
Teremos entao
~ 1 (10 wll .o, 0 [ ull i ~
H=-!-2L Kt j(wt—Kr) 0 Y Pt j(wt—KTr) 0
I {rar [T< dmr© sen (9) 90 | 4mr* cos(6)] 1 &
) i 1 .
Kel@t=Krgen (9) + ﬁej(“t_KT)sen (9)] €4

1l [1 )
= =J
r

H=
47
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~ Il . K 1
H= - eI @WK )gen () <‘7 + >A¢

~ Il . K 1\
H= yp e/ @t KT)gen (9) ]7“ (1 + J?T) (9.30)

Calculemos agora o vetor E utilizando (9.24) para pontos fora da origem

~ 1 ~
E = - rot H.
Jwe

Em coordenadas esféricas temos
1 0 [sen (6) H. 4
rsen () Dy

-1 1 8T JK 1
. E’l“ _ - j(wt—Kr) L= (1
‘ jwe rsen (6) 00 { ¢ sent” (0) r T3

rotﬁ:

~ 10, ~
e, — ;E(rch) €p

~ n K 1
E, = —— /@K co5(0) ‘7—2 <1 + —>
T

Jwemw JKr
~  IlK cos(0) 1 ot
E.=—""(1 - j(wt—Kr) 31
2nwer? ( * jKr> ¢ (9:31)
° 110 Il iK 1
Ev - - - ](wt Kr) 02— (1 -
o jwer or [ 47T sen( ) r Jijr
B, — _Ilsen( )]K 3 (wt—EKr)
jwedmr
~ Tisen()K [ . (—jK)r - (ot K
EFyp=—--vo-o--"-—-72 | 3K IR A j(wt—Kr)
wedmr [ JR+ JKr? ¢
~  Ilsen(0)K [ . 1 i
Ep=_—"7"" |K - _ = | jj(wt—Kr)
wedmr [ T jKTQ] ¢
~ Ilsen(9)K? 1 ot
Eg=j 1 —~ J(wt=Kr), 9.32
wednr JKr  (Kr)? ¢ (9:32)
Em resumo
. Il JK 1\ . .
" _ 1 N ] j(wt—Kr) 9.33
¢ 47Tsen( ) r ( + jKT) € ( )
H, =Hy=0
~ 1l K 1 -
E’l“ _ 0 1 - j(wt—Kr)
27 cos( )wsr2 < * jKr> ¢
~ 1l K? 1 1 4
E _ a0 0) — - j(wt—Kr)
f ]47Tsen( )wsr { T jKr (KT)2:| ¢
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Observemos a presenca de termos do tipo 1/r, 1/r? e 1/r®. Para pontos muito préximos
ao elemento de fio predomina o termo de maior ordem enquanto que para pontos distantes
(longe do fio) predomina o termo 1/r. Para se ter idéia da ordem de grandeza das distancias
envolvidas, consideremos em Hy a situacdo em que o termo 1/r se iguala, em mdédulo, ao
termo 1/r2 ou seja

1 1
-= — S Kr=1, ST =
P KR ' '

ou

Lembremos ainda da hipétese inicial, o comprimento do elemento de fio é muito menor
que o comprimento de onda A\ para que a corrente possa ser considerada constante ao longo
desse elemento.

Observemos ainda que, em geral, o vetor K nao é perpendicular ao vetor E pois E possui
um componente radial que s6 serd desprezivel a grandes distancias. A onda s6 poderd ser
considerada como transversal a distancias grandes quando comparada com o comprimento
de onda (Kr >>1).

E surpreendente que um simples elemento de fio possa produzir um campo eletro-
magnético de tal complexidade. Podemos ter uma melhor compreensao da natureza desse
campo estudando a propagacao da energia. A poténcia total irradiada pelo elemento pode
ser determinada pela integragao do vetor de Poynting em uma superficie esférica que envolva
o elemento de fio.

O vetor de Poynting complexo foi definido pela equagao (6.139)
§ _ EO X I:ia

2

portanto

~ 1 ~ A ~ A ~ A
S = §(E0Ter + Eppeq) X (H0¢e¢)
1

~ ~ ~. A ~ ~. A
.S 5 (E()QHOd)eT — E0rH0¢ee)~ (9.34)
A poténcia complexa serd dada pelo fluxo do vetor S por uma superficie esférica centrada

no elemento

2 ™
pP= ]{é cerds = //§~érr286n (6) dode

S 0 0

2w
P= //57-7“28611 (0) dod¢
0 0
o 5~ 1~ = 1 (41 K? 1 1 K
S, = §E09H0*¢ =3 {Esen (9) or {1 + ]ﬂ — (KT’)Q] eJ 7}

Il iK 1] e
{4ﬂsen(9) . [1+jK7’]e }
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~ 1([_1)25en2(9)K3{1_ j}

oS ==
"2 \4r r2we

ou

com
K 7
==yt

Portanto,
27

P= g <%>2 [1 - (K"T)J O/O]sen3 (6) dodo.

Mas )
sen’ (0) df = [—‘"’053(9) [sen? (0) + 2]]: =3

logo 0

58 o]

A poténcia média irradiada que atravessa a superficie esférica é dada pela parte real da
poténcia complexa (observe que trata-se da média temporal)

< P >= R.{P}

2
x (I1\? s \/ilefl
<P>_"§(K) —"§< X

Podemos definir a resisténcia de radiacao como sendo uma resisténcia equivalente que

dissipe essa mesma poténcia
< P >= Ryqal};

portanto )
Ryaa = 7%2 <§> . (9.36)

No vécuo n =~ 1207, logo ,
Ryqq = 8072 (%) . (9.37)

Portanto, no que tange a poténcia média irradiada, tudo se passa como se o elemento

de fio, tivesse esse valor de resisténcia.
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E interessante observar quais termos dos vetores E e H contribuem para a poténcia
média irradiada. Podemos observar que, na integral do célculo do fluxo do vetor de Poynting
a dependéncia com r? foi cancelada na parte real da poténcia complexa. Os termos que
originaram esse cancelamento foram os termos em 1/r em FEyg e H5‘¢.

Sendo assim, apenas os termos em 1/r correspondentes ao campo distante, sdo res-
ponsaveis pela poténcia média irradiada. Os outros termos contribuem para o valor da
poténcia instantanea, mas na média temporal, a contribuicao é nula. Por esse motivo,
costuma-se chamar o termo em 1/7 de termo de radiacdo, o termo 1/r2 de termo de inducao
e o termo em 1/7® de termo eletrostético, por causa do campo eletrostitico de um dipolo
que também possui esse tipo de variagao.

Conforme afirmamos anteriormente, um elemento de fio com uma corrente ao longo do
seu comprimento é uma abstracao dado a impossibilidade de realiza-lo. Talvez, o elemento
irradiante mais simples que possamos construir seja o dipolo alimentado pelo centro. Con-
siste em dois pedagos de fio retos, de mesmo comprimento e extremamente finos conectados
a uma fonte de tensdo ou de corrente varidvel no tempo conforme a figura (Fig. 9.2).

12

Figura 9.2: Dipolo elétrico alimentado pelo centro.

Em principio, se conhecemos como a corrente estd distribuida ao longo do fio, podemos
determinar os vetores E e H em todos os pontos do espaco. Contudo, nao sabemos como
a corrente se distribui ao longo do fio. Na verdade, este é um problema de aplicacao das
equagoes de Maxwell com determinadas condigoes de contorno bastante dificil de se resolver
analiticamente. Abraham mostrou que para elipséides infinitamente finos a corrente tem
uma distribuicao senoidal. Contudo, o mesmo nao pode ser afirmado para outras formas
geométricas em virtude da dificuldade de encontrar a solugao correta.

Costuma-se assumir uma distribui¢ao senoidal para a corrente ao longo do comprimento
do fio, devendo a mesma anular-se nos extremos. Tal hipétese é justificada pelos resultados
experimentais obtidos.

Consideraremos um dipolo alinhado com o eixo 0z e cujo centro coincide com a origem
do sistema de referéncia (Fig. 9.3).

Para determinar os vetores E e H no ponto P podemos, inicialmente, determinar o
potencial vetorial e em seguida esses vetores, ou entao considerar diretamente as contri-
buigoes infinitensinais dE e dH produzidas por um pedaco infinitesimal de fio com uma
corrente constante utilizando os resultados do exemplo anterior. Utilizaremos essa segunda
abordagem e nos restringiremos apenas ao calculo do campo distante.

Tomaremos a seguinte distribuicao de corrente ao longo do fio

Rsen[K (L —2)] /éz, 0<

I(:C/ y/ Z/) - z' <
o Iosen[K (% + z’)] /éz, f% <z

0

[VARNIES

ou seja, uma variagao senoidal que se anula nos extremos do fio.
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z
e Pr)
r
0 Y
-2
X

Figura 9.3: Dipolo elétrico na origem e alinhado com o eixo oz.

Utilizando as expressoes desenvolvidas no exemplo anterior, equagdo (9.33), para o
campo distante de um elemento infinitesimal de fio de comprimento dz’ teremos

_ I . 2 K

dH, = @y, 2) 4§’T’Z ) en (0) %eﬂwt*”)dz’ (9.38)
. (2. 2 -K2 )

dEy = % sen () ]wg—Rert*KR) dz’ (9.39)
dE, ~ 0 (para o campo distante) (9.40)
dEy, = dH,=dHy=0

Observar que R é a distancia do elemento dz’ ao ponto distante onde se deseja de-
terminar os vetores E e H. O fator sen(f) nas duas expressoes é praticamente constante
ao considerarmos a varidvel 2z’ ao longo do comprimento do fio em virtude do ponto ser
distante. A variacao de R no denominador das expressoes tem efeito desprezivel devido
ao fato de R ser muito grande quando comparado ao comprimento do fio [. Contudo, a
variacao de R no termo exponencial é significante por fazer parte da fase de uma funcao
oscilatéria. Portanto, podemos escrever R = r nos denominadores e R = r — 2z’ cos (0) nos
termos exponenciais (Fig. 9.4).

Com essas aproximacoes, ficamos com:

_ Iz . 2 K /
dH¢ — M sen (9) J_e][wt*K(sz cos(e))]dzl
U r
€
A .12
dEG = M sen (9) &ej[wt—l((r—z’cos(@))]dzl'
ar wer

Integrando ao longo do fio temos para Ea

1/2

- 0) jK? K
Ey = %‘i}?@](wtilﬁn) / I(Zl, y/’ Z/)esz cos(e)dzl' (941)
—1/2
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P(r)

"7y o

-1/2

X

Figura 9.4: Elemento de fio do dipolo na posicao z’ produzindo os campos E e B em um
ponto a uma distancia R >> [.

O termo sob o sinal de integracao é chamado de fator espacial e o calcularemos a seguir
apos substituirmos a expressao da corrente. Vejamos:

1/2 0
// I(a:',y',z')eszlcos(a)dz' = / Ipsen {K (% +z')] eI K= cos(0) g 4
~1/2 —1/2
1/2
/Iosen {K (% — z')] i K cos(0) g1
0
Mas,
/eazsen(ﬁz +v)dz = ﬁ[asen(ﬁz + ) — Beos(Bz + 7).
Entao
0
/ Ipsen {K (% + z')] eI K7 cos(0) g1 —
—1/2

Ioesz/ cos(0) l l 0
5 {chos(H)sen {K(——i—z')]—[(cos [K(——i—z')}}
[1K cos(0)]” + K2 2 2 B

! Kl Kl .
= Wﬁz@ {chos (6) sen (7) — K cos (7) + Keﬂglcos(e)}
1/2

l . ’
/Iosen {K <§ — z’)] eI K7 cos(0) g1 —

0

Ioesz’ cos(0) % (0) K £ . LK K £ L
7[(256112 (9) J1s cos sen 5 z Ccos 5 z

1/2

1/2

0
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o Iy . Kl Ki G EL cos(0)
KQSenQ(G){ chos(H)sen<2> Kcos<2>+Ke 2 .

Somando as duas integrais temos

1/2

R I Kl Kl
/ I(x',y, 2")ed K= cosO) gyl — WEQ@ [2Kcos (7 cos 9) — 2K cos (7)}

—1/2
_ 21o ﬁ ) — ﬁ
= Tson? (9) cos | —- cos cos | .

Substituindo esse resultado em (9.41) temos entao

N Iy, K . Kl Kl
Eg=j-2—— = _cilwt=Kn) S - =1 A2
0 ] o wersen (0) € COS D) COS 9 COS 5 (9 )

Procedendo da mesma forma para encontrar Hgteremos

~ Iy 1 ; Kr Kl Kl
H,=i3_ = cilwt=Kr) - — = . 4
b j2 o (0)6 cos B cosd cos B (9.43)

O vetor de Poynting complexo associado a esse campo distante serd

. r— = 5
2 872 wer?

IO 2
S_ E09H0*¢@,. 3 2 K |cos(Elcosf) — cos (£l)
B sen(0)

que é um numero real nesse caso.
A poténcia complexa calculada pelo fluxo do vetor de Poynting por uma superficie
esférica centrada no dipolo sera

2w

P= fg -erds = //g,.TQSen(H)d0d¢
5 00

2T W 2
I3 E// [cos (%cos@)fcos (%)] dbds
00

T 8m2we sen(6)

- I_gﬁ 7 [cos (% cos@) — cos (%)}Qdﬁ

" 4mwe sen(6)
0

(9.44)

que é um numero real. Portanto, serd igual a poténcia média.

A dificuldade reside, agora, na resolucao da integral. Essa integral pode ser trans-
formada em uma expressao dependente de outras integrais que s6 podem ser calculadas
por métodos numéricos. Dessa forma, nos parece interessante calculd-la diretamente por
métodos numéricos para determinados valores de comprimento [ do dipolo.

Notando que

Kl 2ml l
_— = —— :7]'—,

2 A2 A
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temos que calcular a funcao de I/

(4 - / oo (§ cost) — cos ()]* |, 045

A sen ()

A integragdo numérica produz o resultado mostrado na figura (Fig. 9.5).

JAULS)
4

3 1

0.5 1 1.5 2 I

Figura 9.5: Resultado da integracio numérica da equagdo (9.45).

Procedendo de modo analogo ao que fizemos com o dipolo elementar podemos determi-
nar a resisténcia de radiacao equivalente desse dipolo longo. Igualando a poténcia média
dissipada por um resistor a potencia média de radiacao fica

I K l
< P>=Rpqqlly = 2—Ff (X) :

41 we

Para o vécuo, K/we tem o valor aproximado de 1207, entéo

> _ 15 l
Rradle 2512077](‘ X

. 2 102 ! 2 !
.. R’!‘adlef = ?GOf X = Ief60f X .
Dessa forma fica

l
Ryaqa = 60f <X) . (9.46)
Para um dipolo de meio comprimento de onda (I/A = 0,5) a interpolagdo no grafico
fornece f (I/\) = 1,22 correspondendo uma resisténcia de radiagdo aproximadamente igual
&4 73 ohms. Para um dipolo de um comprimento de onda (I/A = 1,0) obtemos f(I/\) = 3, 32
correspondendo uma resisténcia de radiagao aproximadamente igual a 199 ohms.



Apeéndice A
Curvas de magnetizacao

Apresentaremos a seguir as curvas de magnetizacao de trés materiais utilizados na confeccao
de nicleos magnéticos:
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Magnetizacio do A¢o Fundido

B(T)
% -
AN

H(KA / m)

Magnetizacio Aco Fundido (H: 500-6000A/m)

1,7 +—
y=0,001%" - 0,0208x" + 0,1622x" - 0,6344x* + 1,3219x + 0,3134 L
1,6 ——
5 /'
1,5
1,4
13
=
m

0,5 15 2,5 3,5 45 55 6,5
H(KA / m)

Figura A.1: Curva de magnetizagao do Ag¢o Fundido.
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Magnetizagdo Ago - Si

1.8
1,6
—
[
1,4
1.2 /
~ 1
Sl
A 08 /
0,6 {
04 ’
02
0
0 1 2 3 4 5 6
H(KA / m)
Magnetizagdo Aco - Si (H: 10-50A/m)
0,25
0,2
y=22525x" - 936,58x" + 68,344x" + 0,4628x + 0,0143
0,15
e
m
0,1
0,05
£ /
/
0
0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 0,035 0,04 0,045 0,05

H(KA / m)

Figura A.2: Curva de magnetizagdo do Ago Silicio.
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Magnetizacio Aco-Si (H: 50-200A/m)

1,2

L1

y=-5295,9x" +3055,8x - 657,72X" + 65,916x - 1,7732 —

0,9

—

0,8

0,7

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,05

1,45
1.4
135
13
1,25
1,2
1,15
11

1,05

0,07 0,09 0,11 0,13 0,15 0,17 0,19 0,21
H(KA / m)

Magnetizacdo Aco-Si (H: 200-1000A/m)

y=-2,6799x" + 7,402%’ - 7,6082x" + 3,6932x + 0,5885 ——

/

_—

0,2

03 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
H(KA / m)

Figura A.3: Curva de magnetizagdo do Ago Silicio.
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Magnetizaciio Aco - Si (H: 1000-6000 A/m)

1,65
1,6 y=-0,0006x" + 0,0084x - 0,0488x" + 0,1645x + 1,273 —
/
1,55 ——
% 1,5
1,45
1.4
1,35
1 1,5 2 25 3 35 4 45 5 5,5 6
H(KA / m)

Figura A.4: Curva de magnetizagdo do Ago Silicio.
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Magnetizacio Fe-Ni

0,6

0,8

0,6

0,4

0,2

1 2 3 4 5
H(KA / m)

Magnetizaciao Fe-Ni (H: 5-50A/m)

I I I I I I I I
y=-1E+09x" + 2E+08x’ - 1E+07x* + 619302x’ - 14773x” +201,72x - 0,4482

[ ——
//-

/

/

0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 0,035 0,04 0,045

H(kA / m)

Figura A.5: Curva de magnetizagdo do Fe-Ni.
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B(T)

B(T)

1,5
1,45
1,4
1,35
13
1,25
1,2
1,15
1,1
1,05

1,48

1,46

1,44

Magnetizacio Fe-Ni (H: 50-1000A/m)

\ \ \ \ \ \
y = -1,487x* + 3,7806x" - 3,6871x% + 1,9095x + 0,933
0,1 0,2 03 0.4 0,5 0,6 0,7 0.8 0,9
H (kA / m)
Magnetizacao Fe-Ni (H: 1000-6000A/m)
I I I I I
y=-0,0006x" + 0,0098x" - 0,0628x + 0,1851x + 1,3204
//_____,_,_
/
L5 2 2,5 3 35 4 45 5 5,5
H(KA / m)

Figura A.6: Curva de magnetizagao do Fe-Ni.
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Imagem, 51
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mutua, 105

mutua., 127
Integral

de linha, 18
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de volume, 19
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Laplaceano, 42
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Lei
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de transmissao paralela, 104

Magnetizagao, 106, 111
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Momento
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retardado, 249
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Radiacao, 247
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Resisténcia
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Resisténcia elétrica, 84
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Rigidez dielétrica, 64
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da divergéncia, 20
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de Stokes, 24
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Transformada

de Fourier, 151
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de fase, 150
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